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B 

Ubar alla più remota antichità i geometri si sono occu- 
pati ad indagare le proprietà delle sezioni coniche. La 
scoverta di queste curve fatta con tagliare il cono coir 
piani diversamente inclinati viene comunemente attribuita 
a Platone ; ma sembra che prima di questo fdosofo fosse- 
ro conosciute nella scuola di Pitagora. Infatti , il più an- 
tico scrittore di elementi delle sezioni coniche , di cui si 
ha notizia , fu Aristeo, che alcuni credono esser stato di- 
scepolo di Pitagora, da non confondersi con un altro Ari- 
steo , che fu discepolo di Platone. L’ opera di Aristeo non 
è giunta sino a noi , come pure si sono perduti i quattro 
libri , che Euclide scrisse intorno alle sezioni coniche. 
Tuttavolta possiam consolarci della perdita di queste due 
opere , perchè possediamo il trattato delle sezioni coniche 
di Apollonio da Perga , il quale meritò dagli antichi il 
glorioso titolo di grande geometra'. 

Un tal trattato era diviso in otto libri: per lungo tempo 
non si conobbero che i primi quattro , ed i rimanenti si 
tenevano come perduti ; ma fortunatamente si scovrirono 
altri tre libri ; ed ora manca solo l’ultimo libro. 

Halley, illustre geometra inglese, si occupò a riprodur- 
re questo libro, prendendo a guida le indicazioni lasciateci 
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da Pappo Alessandrino , e questa sua divinazione venne 
pubblicata nella magnifica edizione, che fece ad Oxford 
de’ conici di Apollonio. 

Ne’ primi quattro libri il geometra greco ha racchiuso 
non solo ciò che si conteneva negli scritti di Aristeo, e di 
Euclide , ma ha esposta la scienza sotto un punto di vista 
più generale , e vi ha aggiunto non pochi teoremi nuovi; 
come egli stesso ci avverte in una lettera ad Eudemo. 

I tre libri rimanenti sono totalmente dovuti al genio di 
Apollonio, e si aggirano intorno a proprietà delle sezioni 
coniche, delle quali alcune sole fanno oggi parte degli 
elementi ; le altre come più recondite si sogliono trala- 
sciare. 

Dopo il risorgimento delle scienze i primi quattro libri 
costituirono gli elementi delle sezioni coniche , che s’in- 
segnavano nelle scuole. Ma in progresso di tempo la 
scoverta de’ tre libri seguenti , e quella di altre proprietà 
importanti delle sezioni coniche fatte dai geometri mo- 
derni, fecero nascere il bisogno di scrivere nuovi elementi 
di queste curve, che fossero più adatti alla istruzione del- 
la gioventù. Ed in vero I’ opera di Apollonio dev’ esser 
considerata come un trattato assai prezioso per se stesso , 
ma non mai come una istituzione conveniente al progres- 
so, che le matematiche hanno fatto dopo che queste da- 
gli Arabi passarono nelle mani de’ geometri di Europa, 
infatti in quel trattato le dimostrazioni delle proprietà 
delle curve coniche rispetto agli assi sono pesanti ed in- 
tralciate, perchè si fanno dipendere dal parametro. La 
teorica de’ diametri si trova appoggiata a molte verità au- 
siliarie; e però riesce lunga e laboriosa, abbenchè sia espo- 
sta con quella mirabile esattezza, che trovasi in tutte le al- 
tre cose di Apollonio. Le proprietà delle tangenti e degli as- 
sintoti sono dimostrate in un motlo prolisso ed astruso, 
ed in quanto alla teorica de fuochi, questa non solamente è 
complicata e difficile ad apprendersi, ma è ancora monca 
ed imperfetta, perchè il geometra greco non conobbe il fuo- 
co della parabola; e per conseguenza non si trova nel suo 
libro l’importante teorica delle direttrici delle curve co- 
niebe. 

E se alle cose precedenti si aggiunga che manca in det- 
to libro il modo di descrivere graficamente le sezioni co- 
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niehc sul piano, si resterà convinti della necessità, che vi 
era di comporre nuove istituzioni di queste curve, che fos- 
sero più appropriale ai bisogni dello scuole. 

Gli autori di queste istituzioni seguirono due vie as- 
sai diverse fra loro. La maggior parte di essi rimase scru- 
polosamente attaccata al metodo di Apollonio ; solamente 
si applicò a renderlo più facile , e vi aggiunse ciò ch’ora 
stato scoverto dalle meditazioni de’ geometri moderni. 
Con queste norme furono compilate quelle . istituzioni , 
che il Pergola dice esser si ai e delibate dai conici di 
Apollonio, come sono quelle di Lahire , di Roberto Sim- 
son , di Grandi, di Cagnoli, di Niccolò de Martino, del- 
lo stesso Fergola, e di altri, che non occorre qui nomina- 
re. Al contrario vi furono geometri , clic disapprovarono 
il metodo di Apollonio , c tentarono nuove vie. Primo a 
fare questi tentativi fu Maurolico , famoso geometra sici- 
liano, il quale dimostrò in un modo semplice ed elegante 
le proprietà delle tangenti , c degli assintoti , non già nel 
piano , come aveva fatto Apollonio , ma nel cono. Queste 
dimostrazioni meritarono le lodi de’ geometri, e basterà 
dire clic vennero adottale da Claudio Midorgio, e da Gre- 
gorio da S. Vincenzo. Ma disgraziatamente Maurolico si 
arrestò nel cammino intrapreso, e niun tentativo fece per 
rendere più semplice hi teorica de’ diametri, e quella de 1 
fuochi, chesono le due principali teoriche delle curve co- 
niche, alle quali si possono ridurre tutte le altre. Ciò non 
ostante il primo passo era fatto; e la via aperta dal geome- 
tra siciliano fu seguita da Desargues , celebre geometra 
francese, il quale riusci con i principii della prospettiva ad 
esporre le proprietà delle sezioni coniche in un modo nuovo 
e generale. Ma per mala fortuna qneste idee del Desargues 
non potevano esser valutale, come si conveniva, nel tem- 
po in cui furono concepite; e però vennero censurate acer- 
bamente dagli appassionati lodatori degli antichi, a tal se- 
gno che fmanco l'opera di quel geometra si è perduta! Ed 
una siffatta opposizione non potè neppure esser \ iuta da 
Pascal, altro illustre geometra francese, il quale insisten- 
do sulle tracce di Desargues si allontanò totalmente dal 
metodo di Apollonio, e produsse un trattalo ili sezioni co- 
niche, dove la teorica di queste curve era grandemente 
estesa, merce l’ajulo di nuovi teoremi. In tal trattato in- 
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contro la sorto di quello di Desargues, ma fortunatamente 
un geometra tedesco ne ha ritrovalo una copia nei mano- 
scritti dell’ immortale Leibnizio, la quale, nell’ora in cui 
scriviamo, sarà stata già pubblicala a Berlino. 

Il geometra clic seguì più da vicino je tracce di Mauro- 
lico, fu il nostro Alfonso Borelli, il quale senza ricorrere ai 
principii della prospettiva , dimostrò nel cono non solo le 
proprietà delle tangenti, e degli assùntoti, come aveva fat- 
to il geometra siciliano, ma dal cono stesso ricavò la teo- 
rica de’ diametri. Questo lavoro è degno dell’illustre auto- 
re del Molo degli Animali , ma non fece fortuna, perchè 
si aveva una superstiosa venerazione per gli antichi geo- 
metri. Nè ebbe miglior sorte il trattato delle sezioni co- 
niche di Giovanni de VVitt, geometra olandese , il qua- 
le espose la genesi , e le proprietà delle curve coniche 
sul piano, mettendo totalmente da banda la genesi , ed il 
metodo di Apollonio. Questa maniera di trattare le curve 
coniche sul piano venne pure seguita da Lahire in un pic- 
colo scritto intorno a queste cune, che non deve confon- 
dersi col grande trattato, dove segue il metodo di Apollo- 
nio, come dicemmo più sopra. Ed a questo proposito non 
vogliamo tacere che anche il Caravelli, dotto geometra 
napolitano , scrisse gli elementi delle sezioni coniche , 
senza far alcun uso del cono. Il Boscavich espose anch’egli 
la genesi, e le proprietà delle curve coniche sul piano in un 
modo tutto nuovo. Questo celebre geometra non si man- 
tenne negli stretti limiti dell’antica geometria, ma fece uso 
«li alcune di quelle idee, che oggi si veggono comunemen- 
te adoperate dai geometri oltramontani, come sarebbero 
i limiti, l’infinito, la legge di continuità, ecc. 

E questa in breve la storia delle sezioni coniche sinte- 
tiche , cioè di quelle istituzioni, nelle quali le proprietà 
delle curve coniche sono state dimostrate con la pura geo 
melria. Passeremo ora a dire qualche cosa intorno alle se- 
zioni coniche analitiche , cioè intorno a quelle istituzioni, 
nelle quali le proprietà delle curve accennate vengono 
dimostrate coll’ajuto de’ simboli algebrici. 

L’Algebra serve non solamente a troviu'c la grandezza 
delle linee e delle parli dell’estensione, paragonate le une 
con le altre, ma dà ancora il mezzo di determinare le fi- 
gure , che affettano queste linee , cd in generale le forme 


zed by Google 


Digiti 



IX 


dello spazio. Cartesio fu primo ad osservare che queste 
forme stabiliscono delle relazioni di grandezza fra linee 
rette; e così arrivò ad applicar l’algebra alla teorica delle 
linee in generale , con la quale seoyerta le matematiche 
cambiarono faccia totalmente. Purtullavolta nell’ esporre 
questa magnifica dottrina nella sua geometria, il Cartesio 
suppone che si siano già studiate le proprietà delle sezio- 
ni coniche in Apollonio, c non applica propriamente l’al- 
gebra che ai luoghi geometrici , alla determinazione «Ielle 
tangenti alle curve , ed a quella delle radici dell’equazioni 
per mezzo della intersezione delle medesime curve. Ed ec- 
co perchè troviamo che Lahire, e Giovanni de Witt scris- 
sero trattati di sezioni coniche sintetiche, che venivano se- 
guiti dai luoghi geometrici esposti colla nuova analisi Car- 
tesiana. Schooten , dotto comentatorc della geometria di 
Cartesio , fece vedere che l’algebra poteva applicarsi an- 
cora a dimostrare le proprietà delle sezioni coniche; ma 
era riserbato all'illustre Marchese de l’Hopital di dare un 
trattalo compiuto delle sezioni coniche, e de’ luoghi geo- 
metrici con la nuova analisi Cartesiana. Vero è che in 
questo trattato l’algebra vi rappresenta una parte assai 
secondaria , perchè vien limitata a svolgere col suo lin- 
guaggio abbreviato le conseguenze, che si deducono dalle 
costruzioni preparatorie , le quali appartengono totalmen- 
te alla geometria , e formano la base di ogni proposizio- 
ne. Ma in progresso di tempo essendo cresciute le forze 
dell’algebra, si trattarono le sezioni coniche con metodo 
più analitico, partendo però sempre dalle costruzioni pre- 
paratorie; ed in questo modo sono scritte le istituzioni di 
sezioni coniche analitiche di Lacaille, Bossut, Bezouf, llic- 
cati, Saladini , Fergola, ccc. 

Finalmente Lagrange e Monge indicarono il modo di 
trattare le quistioni di geometria con un metodo puramen- 
te algebrico, senza costruzioni geometriche preparatorie, e 
Lacroix fu primo a far conoscere questo metodo nel suo 
trattato di applicazione dell’algebra alla geometria. D’allo- 
ra in poi le proprietà delle curve coniche si danno come 
una delle applicazioni del metodo accennato, che comune- 
mente dicesi metodo delle coordinate ; donde poi è nato 
che ai trattali di applicazione dell’ algebra alla geometria 
si dà il nome di geometria analitica a due, o a tre coor- 
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dinate , seeondochè riguarda le quistioni di geometria 
nel piano , o nello spazio. 

Dopo il trattato del Marchese dell’Hopital , le sezioni 
coniche sintetiche non più si ritrovano ne’ corsi francesi 
di matematica, come può vedersi in quelli di Lacaille , 
di Bezoul , e di Bossut , che scrissero prima di Lacroix. 
Questo autore , e gli altri , che sono venuti dopo , come 
Biot , Garnier , Boucharlat , Bourdon , Lefebure de Four- 
cy , etc. non hanno fatto che continuare nel sistema già 
stabilito nelle scuole francesi sin dal secolo passalo : so- 
lamente all’analisi Cartesiana hanno sostituito il metodo 
delle coordinate. Questo sistema e’ ora generalmente adot- 
talo , ma sin dal suo nascere non venne approvato da 
molli geometri, fra i quali basterà nominare Roberto 
Simson , Horsley , Boscovich , e Cagnoli , i quali opina- 
rono che si dovessero studiare le sezioni coniche sinte- 
tiche prima di passare all'applicazione dell’ algebra alla 
geometria , altrimenti si metterebbe il piede in un labe- 
ri ilio, sènza avere il filo per uscirne. 

Le ragioni, che hanno fatto proscrivere lo sezioni co*- 
nidie sintetiche dai corsi moderni di matematica, si pos- 
sono ricavare dal Saggio sull' insegnamento di La- 
croix (*), e si riducono a dire che essendosi applicata 
1 algebra alla geometria, le curve coniche devono far 
parte della teorica generale delle linee ; per conseguenza 
se con la pura geometria si dimostrassero le proprietà 
delle curve accennate , nascerebbe il grave inconveniente 
di trattare lo stesso argomento con due metodi diversi, 
senza necessità ; dappoiché i metodi generali , e tale è 
quello delle coordinate , quando sono bene esposti , rie- 
scono, i più facili; e non hanno bisogno per esser com- 
presi che siano preceduti da metodi particolari. 

Malgrado queste ragioni ci è sembralo di doverci at- 
tenere al parere de’ geometri più sopra nominati ; e di 
dar compimento alla prima parte del nostro Catechismo 
di matematiche pure con dimostrare geometricamente le 
principali proprietà delle sezioni coniche. 

Infatti , se non andiamo errali , si potrebbe rispondere 


(*) Pag. 331 ,o 178. 
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a Lacroi x olle la linea retta , ed il cerchio fanno parte del- 
la teorica generale delle linee; e ciò non ostante le pro- 
prietà delle ligure rettilinee , e del cerchio si dimostrano 
prima nella geometria piana; poi nella geometria analiti- 
ca si torna a parlare delle proprietà del cerchio , ed anche 
di alcune proprietà delle figure rettilinee , senza che mai 
alcun matematico abbia trovato a ridire intorno a questa 
maniera di trattare con due metodi diversi lo stesso argo- 
mento. Parimente , i problemi relativi alla risoluzione 
de’triangoli rettilinei e sferici si pongono non solo nella 
geometria piana e solida , ma ancora nella trigonometria 
rettilinea e sferica , vale a dire una volta si risolvono geo- 
metricamente , un’altra col calcolo. E quantunque le mi- 
sure delle linee, delle superficie, c de’ volumi , apparten- 
gano alla teorica generale delle rettificazioni , delle qua- 
drature , e delle collature, ossia al calcolo integra'e, non- 
dimeno nella geometria elementare si parla «iella rettifi- 
cazione della circonferenza , della quadratura «Ielle figure 
rettilinee e del cerchio , di quella delle superficie de’ polie- 
dri e de’ tre corpi rotondi, non che della cubatura di «jue- 
sli medesimi solidi. Proseguendo in tal modo sarebbe fa- 
cile il dimostrare che quasi tutta’ la geometria piana c so- 
lida potrebb«! esser trattata come un ramo della scienza del 
calcolo ; e per conseguenza potrebbe esser fusa nei trattati 
di applicazione dell’algebra aHa geometria. Siffatta con- 
chiusione sarebbe ella approvata da Lacroix ? No certa- 
mente, perchè nel suo corso di matematica si trovano gli 
elementi di geometria scritti col metodo degli antichi geo- 
metri. Nè quella conchiusione potrebbe essere approvai a 
la dallo stesso Legendre , il quale si occupò a dimostrare 
algebricamente le proposizioni fondamentali della geome- 
tria piana ; dappoiché quel grande matematico ha scritto , 
come è noto, nuovi elementi di geometria alla maniera degli 
antichi . Perchè dunque Lacroix , Legendre , ed altri dotti 
geometri francesi , che sono venuti dopo , hanno conser- 
vala la geometria piana e solida, e non l’hanno trattata 
con i melodi generali, cioè con i metodi algebrici , se que- 
sti devono esser sèmpre preferiti ai metodi particolari nel- 
l’insegnamento delle matematiche, stando a ciò che dice 
il Lacroix? Perchè , al dire di Lagrange , l’algebra s ap- 
poggia , c & innalza sull' m itili '.tira , e sulla gnome- 
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irla (*) ; e per conseguenza non si potrà inai compren- 
dere chiaramente 1’ applicazione dell’ algebra alla geo- 
metria , se la geometria medesima non si sia studiata 
con i simboli, che le sono proprii, cioè con le linee, o 
in altri termini , non si sia studiata la quantità conti- 
nua in se -stessa ,. e non come un ramo della scienza 
del calcolo. E’ dunque fuori dubbio che prima di passare 
all’ applicazione dell’algebra alla geometria vi debba esse- 
ré una preparazione puramente geometrica ; e però , trat- 
tandosi dell’ insegnamento delle matematiche , tutta laqui- 
stioiie si riduce a sapere sin dove bisogna estendere una 
siffatta preparazione. Nè corsi francesi di matematica , co- 
me è noto , ella vien limitata alla sola geometria piana e 
solida ; e si crede che sia sufficiente a poter intendere pie- 
namente e ciliarmente i trattati di geometria analitica a 
due , ed a tre coordinate. Malgrado questa maniera di ve- 
dere , che è oggi quasi dapertutlo adottata, ci sembra che 
siffatti limili siano troppo ristretti; e che però dovrebbero 
essere un poco più allargati , e comprendere almeno i 
principii dell'analisi geometrica, e le sezioni coniche sin- 
tetiche. Gli elementi poi di queste curve, come saggia- 
mente ha fatto il Cagnoli, dovrebbero limitarsi alle sole 
proprietà principali ili esse, senza parlare de’ solidi pro- 
dotti dalla loro rotazione , come si praticava nelle antiche 
istituzioni ; e neppure dovrebbero occuparsi di certi argo- 
ménti , che non si possono trattare, come si conviene , 
senza 1’ ajuto de’ metodi algebrici , come sarebbe , ad 
esempio , la quadratura degli spazii iperbolici. La neces- 
sità di allargare i confini della pura geometria, nell’inse- 
gnamenlo delle matematiche, vien provata, se non c’ in- 
ganniamo , invincibilmente dalle seguenti considerazioni. 

■L'analisi , considerala in generale, è il metodo che tie- 
ne la mente umana por passare dai dati ai quesiti. Gli an- 
tichi geometri conoscevano la sola analisi geometrica , 
cioè quella che risolve le quistioni di geometria con ado- 
perare le sole linee. Vedemmo più sopra che Cartesio fece 
conoscere una nuova analisi, che consiste in un miscuglio 
di geometria e di algebra; e che era dovuta a Lagrange 


(*) Traile de la rcsolution dea cjuations numcriques — pref. 
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ed a Morge l’analisi a -due od a tre coordinate, nella quale , 
si adopera la pura algebra in unione di un piccolissimo 
numero di principii geometrici, senza far uso di costruzio- 
ni geometriche preparatorie. Da ciò segue che il metodo 
delle coordinate è 1 analisi messa sotto la forma la più a- 
stratta, che i geometri hanno potuto concepire, passando 
gradatamente dall’ analisi geometrica degli antichi a quel- 
la del Cartesio, e da questa al metodo accennato. Quindi 
per arrivare alla conoscenza di un metodo cosi astratto si 
dovrà seguire quella stessa via, che condusse alla sua sco- 
verla; e però nell’insegnamento delle matematiche l’ana- 
lisi geometrica deve precedere l'applicazione dell’algebra 
alla geometria, altrimenti i principianti arriveranno diffi- 
cilmente, o non arriveranno affatto a formarsi l idea chia- 
ra del metodo analitico, che seguono i geometri moderni. 
Infatti, adoperandosi nell’analisi geometrica le sole linee, 
si può facilmente vedere la via clic segue la nostra mente 
nella risoluzione delle quislioni geometriche, perche quel- 
la via trovasi allo scoperto, e non è nascosta dai simboli 
algebrici. Laonde, se l’analisi geometrica sarà esposta con 
ordine scientifico, non si tarderà a conoscere che adope- 
rando il metodo analitico ogni quistione di geometria si 
riduce o ad un’altra quistione già risoluta, o alla interse- 
zione di due luoghi geometrici. Inoltre si vedrà che quan- 
do nell’ analisi si adoperano le sole linee, la prima ridu- 
zione si presenta naturalmente, ed è la più facile ; ma che 
la seconda riesce il più spesso difficile a praticarsi, onde 
di rado veniva adoperata dagl i antichi geometri, quan- 
tunque abbia un andamento rapido, e si presti facilmente 
alla discussione de’ problemi. Partendo da questi ammae- 
stramenti, e passando all’applicazione dell’algebra alla 
geometria i principianti vedranno facilmente che l’analisi 
Cartesiana (leve in preferenza attenersi alla prima riduzio- 
ne, perchè a simiglianza dell’analisi degli antichi, il suo 
principal fondamento consiste nelle costruzioni geometri- 
che preparatorie. Vedranno al contrario che il metodo del- 
le coordinale deve appigliarsi alla seconda riduzione, per- 
chè tolte le costruzioni preparatorie non gli rimane altra 
strada clic quella di ricorrere alla combinazione de’ luoghi 
geometrici. Allora si potrà comprendere perchè il metodo 
nello coordinate abbia un andamento regolare, ed unifor- 


me ; e perchè sia cosi generale, • e cosi potente ; éd in fine 
perchè sia divenuto il metodo predominante nelle matema- 
tiche pure e miste. Ma se i principianti non hanno seguito 
i passi del metodo analitico nelle vie particolari ed aperte, 
che segue l’analisi geometrica degli antichi, come si po- 
trà pretendere che la loro mente s’innalzi alla sublime astra- 
zione del metodo delle coordinate? Locke insegna che le 
idee le più generali e le più astratte non sono quelle che la 
mente riceve le prime e con più facilità (*) : ed Eulero , 
l'analista per eccellenza, ci avverte che l’esame de’ casi 
particolari apre il nostro intelletto alla conoscenza degli og- 
getti i più complicali (**) ; e per conseguenza nell’insegna- 
mento delle matematiche è necessario che la esposizione 
dei metodi particolari preceda quella dei metodi generali: 
almeno per quanto basta a far acquistare la idea chiara di 
questi ultimi metodi. 

Dalle cose precedenti apparisce manifesto che la sola 
conoscenza della geometria piana e solida non è sufficiente 
a far comprendere facilmente e pienamente l’ applicazione 
dell’ algebra alla geometria; dappoiché nella geometria 
piana e solida le proposizioni sono esposte sinteticamente ; 
e non si trova traccia del metodo analitico, che le ha fatte 
scovrire. Nè si opponga che studiando gli elementi di al- 
gebra i principianti acquistano l’ idea generale del metodo 
analitico ; e ene questa idea basta a fargli comprendere 
i trattali di applicazione dell’algebra alla geometria, al- 
lorché avranno studiata la geometria piana e solida. In- 
fatti, il metodo delle coordinate, come più sopra abbiam 
veduto , non consiste nella pura analisi algebrica , ma 
risulta dalla unione di questa con l’ analisi geometrica 
messa sotto la forma la più astratta ; per conseguenza non 
si potrà acquistare l’ idea di quel metodo, senza aver pri- 
ma studiato le due analisi accennate. 

Le considerazioni fin qui esposte ci sembrano sufficièn- 
ti a provare che nell’ insegnamento delle matematiche i li- 
miti, che ora si assegnano comunemente alla parte pura- 
mente geometrica, devono essere allargati con aggiungcr- 


(*) Saggio suir intelletto umano — lib. IV. 

(’*) Memori * di De lino — unno t~ì4g- 



vi i principi! dell’ analisi geometrica. Ci resta a far vede- 
re che convien allargare ulteriormente questi stessi limiti 
con l’ aggiunta delle sezioni coniche sintetiche. 

I principii di analisi algebrica e di analisi geometrica 
bastano a far conoscere l’andamento generale del metodo 
dplle coordinate; ma per penetrare nelle viscere di questo 
bisogna vederlo nelle sue applicazioni , perchè allora si 
vengono a scovrire le leggi proprie del metodo , senza la 
qual conoscenza non si potrà mai adoperarlo come si con- 
viene. Ora è manifesto che le applicazioni accennate de- 
vono esser fatte sopra un numero di quistioni sufficienti 
a far conoscere le leggi, delle quali è parola; e che trattan- 
dosi di quistioni geometriche, queste devono esser già 
state risolute prima con la pura geometria, altrimenti i prin- 
cipianti saranno obbligati a dover lottare contro due diffi- 
coltà; cioè con la novità del metodo, e con quella del sog- 
getto della quistione. Or nei trattati di geometria analitica 
si espongono prima i principii generali del metodo delle 
coordinate; poi si fanno ordinariamente alcune poche 
applicazioni ili questi principii alla risoluzione ili quistioni 
relative alle figure rettilinee, ed al cerchio. La principale 
e la più estesa applicazione de’ principii accennati si ridu- 
ce ad investigare la genesi e le proprietà principali delle 
curve di secondo grado, ossia delle curve coniche. La 
prima applicazione è regolare , e soddisfà alle condizioni 
più sopra esposte ; ma non può dirsi lo stesso della se- 
conda, dove i principianti incontrano nel tempo stesso le 
difficoltà proprie del metodo delle coordinate, e quelle, che 
nascono dalla novità del soggetto. E non si può dire che 
la prima applicazione basta a far comprendere la seconda 
come si conviene, perchè nel cerchio non vi sono fuochi, 
non direttrici, non rami infiniti , non assintoti , non dia- 
metri paralleli, non diametri conjngati disuguali, ed obli- 
qui, ecc. Or tutte queste cose s’incontrano nelle sezioni 
coniche, e presentano non lievi difficoltà ai principianti, 
anche quando vengono esposte con la pura geometria. 

Dunque, per evitare l’inconveniente che vi sarebbe, se- 
condo Lacroix, nel trattare le sezioni coniche con due me- 
todi diversi, si va incontro ad un inconveniente assai piti 
grave, cioè a quello di non comprendere come si convie- 
ne le proprietà di quelle curve, cd il metodo delle coordi- 


nate. Intatti, lo stosso Lacroix (*) ha confessato ingenua- 
mente che i principii del metodo delle coordinate , esposti 
nel suo trattato di applicazione dell’ algebra alla geometria, 
non furono chiaramente intesi , allorché cjuel trattato ap- 
parve alla luce. Egli dice che la difficoltà incontrala nello 
studio della sua opera nasceva dalla novità di que’ princi- 
ìii, e dalla mancanza di più estese dilucidazioni , ed ap- 
dicazioni di essi principii alla risoluzione de’ problemi. 
£pperò vorrebbe darci ad intendere che sia ora svanita 
ogni difficoltà nello studiare 1’ applicazione dell’ algebra 
alla geometria, perchè i principii «accennati non solo han- 
no perduta la novità, che avevano, ma sono stati contenta- 
ti, ed applicali alla risoluzione di un gran numero di pro- 
blemi nelle opere pubblicate in Francia dopo la sua. 

Ciò non ostante , l’esperienza prova che gli allievi in- 
contrano grande difficoltà, allorché passano dalla geome- 
tria piana e solida allo studio della geometria amalitica; e 
ce ne appelliamo a tutti quelli che hanno pratica dell’ in- 
segnamento delle matematiche. E se quelle difficoltà ven- 
gono in parte superate, ciò avviene perchè quando 1’ inse- 
gnamento è diretto da valenti istitutori , questi alla geo- 
metria piana e solida accoppiano 1’ esercizio della risolu- 
zione de’ problemi coll’ analisi geometrica ; c con le loro 
spiegazioni e preparazioni suppliscono o in parte o in tut- 
to alla mancanza delle sezioni coniche sintetiche. Ma sen- 
za ricorrere a private testimonianze , noi possiamo citare 
documenti pubblici , che ognuno può verificare. Infatti , 
diversi dotti analisti francesi , come Duhamel, Reynau , 
Ritt, ec. hanno recentemente pubblicato alcune raccolte di 
problemi risoluti colla analisi geometrica; c prima di que- 
sti il celebre Hachette aveva fatto tradurre dall’inglese gli 
elementi di analisi geometrica di Leslie. Epperò si vede 
ebe nelle scuole francesi non si passa di un salto dalla 
geometria piana e solida alla geometria analitica, ma che 
prima si fanno esercitare gli alunni a risolvere i problemi 
coll’analisi geometrica. In quanto poi alle sezioni coniche, 
nell’ opera stessa di Lacroix. si trova esposta la genesi del- 
le curve coniche per mezzo del cono alla maniera di Apol- 


(*) Essai s sur i enseignevient — parj. 33 j. 
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Ionio; e si dimostrano le proprietà caratteristiche delle cur- 
ve medesime con la pura geometria e con questa stessa 
si trova esposto il metodo di tirare le tangenti in unione 
del metodo algebrico. Gli scrittori francesi di geometria 
analitica, che sono venuti dopo, non solo hanno conservalo 
le cose geometriche accennate, ma ancora le hanno estese, 
in guisa che si può dire che oggi i migliori trattati di geo- 
metria analitica si trovano infarciti di considerazioni geo- 
metriche. 

Da' questi fatti risulta chiaro che nell’ insegnamento del- 
le matematiche si sente la mancanza delle conoscenze geo- 
metriche, che trovasi nelle istituzioni comunemente adot- 
tate; e che vi si supplisce alla meglio parte con esercizii di 
scuola, parte con sopraccaricare di considerazioni geome- 
triche i trattati di applicazione dell’algebra alla geometria. 
Ma supposto che con questi mezzi si ripari compiutamente 
a quella mancanza, questo stesso procedere mostra aper- 
tamente che le attuali istituzioni sono imperfette; e che 
per togliere una tale imperfezione bisogna introdurre in 
esse i priricipii dell’analisi geometrica, c lò sezioni coniche 
sintetiche. Siffatta introduzione avrebbe anco il vantaggio 
di ristabilire l’ordine logico nelle istituzioni accennate, li- 
berando la geometria analitica a due coordinate dalle con- 
siderazioni geometriche, che la ingombrano. Sicché l’ ana- 
lisi geometrica e le sezioni coniche sintetiche occupereb- 
bero rispetto alla geometria analitica a due coordinale 
quello stesso posto che la geometria descrittiva occupa ri- 
spetto alla geometria analitica a tre coordinate, la quale, 
come è noto, non è infarcita di considerazioni geometri- 
che. Depurata in tal modo la geometria analitica adempi- 
rebbe assai meglio all’ ufficio, cui ò destinala, cioè a quello 
di far conoscere agli allievi il metodo delle coordinate ; e 
potrebbe estendersi sino a dare una idea della teorica ge- 
nerale delle linee , che nel corso di matematica di Lacroi x 
trovasi rilegata nel calcolo differenziale. Epperò, le sezioni 
coniche sono state separate da quella teorica, quantunque 
faccian parte di essa ; dappoiché , come abbiam detto, le 
prime vengono trattate coll’analisi a due coordinate, e la 
seconda coll’analisi infinitesimale. E nonpertanto Lacroix 
sostiene che le sezioni coniche non 6i possono trattare una 
volta colla geometria, ed un’altra coll’algebra, per la ragione 
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che fanno parie della teorica generale delle linee , mentre 
egli stesso è stato obbligato a doverle separare da questa teo- 
rica. Nè poteva fare altrimenti, quando aveva adottato il si- 
stema, che proscrive le sezioni coniche sintetiche dall'insegna- 
mcnto delle matematiche. Infatti, «piasi tutte le curve sono 
«li pura curiosità, ma le proprietà delle curve coniche sono 
•della. più alta importanza, perchè fanno parte, per così di- 
re, del inalar iole delle scienze esatte , onde conveniva 
esporle con tutte le particolarità necessarie a farle ben com- 
prendere, e con un metodo meno elevato dell’analisi infi- 
nitesimale. Or se la cosa è così, e non, altrimenti, perchè 
non si dovranno esporre le proprietà delle sezioni coniche 
col metodo geometrico, che si presenta naturalmente, su- 
bito che quelle proprietà devono esser conosciute per se 
stesse, indipen«lentemente dalla conoscenza de’ metodi? 
Perchè le sezioni coniche non devono esser trattate come 
il cerchio, se questo fa parte di quelle, non essendo il cer- 
chio in sostanza che una specie di ellisse? E perchè infine 
la maniera di vedere del Lacroix si mantiene tuttavia nel- 
le moderne istituzioni di matematica , se non corrisponde 
all’ ordine logico delle idee ? Per rispondere in. parte a que- 
ste domande , diremo che anche nelle scienze esatte gli 
uomini tendono agli estremi, e però nelle antiche istituzio- 
ni si trova troppa geometria, nelle moderne troppo calcolo. 

Iliaco & intra muros peccalur et extra, 

\ 

direbbe Orazio ; onde avviene che le prime tendono a pro- 
scrivere i metodi algebrici, e le seconde vorrebbero ridur- 
re tutta la geometria a non esser altro che un ramo della 
scienza del calcolo. Ci sembra che siffatte esagerazioni sia- 
no state prodotte dalla soverchia predilezione , che gli au- 
tori di quelle istituzioni avevano per un metodo a prefe- 
renza di un altro , senza aver esaminato a rigore 1’ uso , 
clic si doveva fare de’ metodi nell’ insegnamento delle ma- 
t. maliche. Un poco di filosofia avrebbe potuto mantenere 
le istituzioni nel giusto mezzo, e tenerle lontane tanto dal- 
le pretensioni de’ sintetici , che vorrebbero ridurre tutto a 
linee, quanto da quelle degli analisti, che vorrebbero tutto 
ridurre a meccanismo di calcolo. Ma , dice l’illustre geo- 
metra Poinsot : 
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» La filosofia della scienza c una parte troppo trascura- 
li ta dalla maggior parte degli autori, e nondimeno è la 
» più degna di essere coltivata, perchè le nostre formole 
a ed i nosti teoremi i più notevoli riescono meno utili e 
a meno preziosi in se stessi , che quella specie di mela - 
a Jisica , che li domina , e gl' illumina; e che sola può 
a dare alla mente nuove forze, per condursi ed innoltrarsi 
a nelle scienze (*). 

Non ostante queste autorevoli parole si è seguitato a te- 
ner lontana la filosofia dalle istituzioni di matematica , ed 
in prova di ciò riporteremo un passaggio di un altro dotto 
scrittore francese. 

a Tale è lo stato di confusione in cui la scienza mate- 
a matica si trova ne’ nostri giorni,' che si manifesta dal 
a suo comineiamento, 11 meccanismo del calcolo, la ma- 
a nipolazione delle cifre, delle lettere e de segni, ecco so- 
a lamento quello dhe s’insegna agli allievi : ed in fatto di 
a analisi, non quella della filosofia, ma quella sola de’pro- 
a cedimenti algebrici si ritrova ne’ nostri libri d’insegna- 
mento (**). 

Le ragioni fin qui esposte ci hanno persuasi ad intro- 
durre nelle istituzioni di matematica i principi i generali di 
geometria, e le sezioni coniche sintetiche. Spella a’ dotti 
il dar giudizio intorno a queste cose; noi saremo contenti se 
le nostre tenpi fatiche potranno essere in qualche modo 
utili alla gioventù studiosa, alla quale sono diretti tutti i 
nostri lavori, qualunque essi siano. 


(*) Iìecherches sur l'annhjse des sections angulaires Paris 1825. 
(**) Palici, Science du calcul — Paris — 1841 — pag. 89 e 40. 
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DI ALCUNI PRINCIPII GENERALT 
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CAPITOLO PRIMO 

Delle principali classi di quistioni geometriche. 


1. ascelle nozioni preliminari alla geometria piana (n 8 6) di- 
remmo che le scienze matematiche hanno per soggetto le grandez- 
ze; epperò le matematiche sono la scienza delle grandezze in genera- 
le, o la scienza delle quantità; vale a dire in sostanza la scienza de’ 
rapporti Ma quantunque questa definizione comprenda tutta la scien- 
za, nondimeno, a fine di darne una idea più profonda c più estesa , 
aggiungemmo che le matematiche esaminano prelazioni di sito, le 
proprietà che presentano le forme de’ corpi in quanto alla loro osten- 
sione; cd i rapporti di quantità che risultano (lai loro confronto. In 
questo modo le quistioni matematiché si trovano ridotte a tre clas- 
si principali, delle quali ci conviene ora parlare con qualche partico- 
larità , in quanto spetta alla geometria. 

2. Le idee di estensione c di forma nascono in noi dalla contem- 
plazione degli oggetti esistenti in natura, cioè de’ corpi. Or dalle co- 
se esposte nel paragrafo 27 delle nozioni preliminari più sopra cita- 
le , si deduce subito che i geometri concepiscono r estensione in 
un modo astratto cd indipendente da ogni idea di materia ; c per 
conseguenza possono concepirla come non avente alcunlimite,e come 
prolungata indefinitamente in tutte le direzioni. Che se pòi si consi' 
dora una porzione finita qualunque di questo spazio indefinito, al- 
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lora il modo con cui quella vieti terminata farà nascere in noi l’idea 
di forma. 

Vedemmo nel paragrafo sopra nominato che i geometri danno il 
nome di solido, o di volume alla porzione accennala ; e che le su- 
perficie sono i termini, che lo circoscrivono, le quali superficie poi 
hanno per termini le linee, e che queste stesse vanno a terminare pè 
punti, i quali perciò non hanno alcuna specie di estensione. 

Dalle cose precedenti risulta che la. scienza chiamata Geometria , 
considerata in tutta la sua estensione, e non limitata alla sola geo- 
metria piana e solida, non può avere altro obbietto se non quello 
d’indagare le relazioni, che si deducono dalla compara zione . delle 
diverse specie di estensione, da quella delle loro' forme, c dalla po- 
sizione delle superficie, delle linee, e de’punti, che in esse si possono 
considerare. 

Sicché tutte le quistioni geometriche possono ridursi a tre classi 
principali , che per abbreviare saranno indicate nel seguente modo i 
1“ proprietà delle forme 
2* rapporti di quantità 
3® relazioni di sito- 

4. Affinchè si possa acquistare l’idea chiara di queste classi, le 
considereremo in quelle quistioni di geometria, che già conosciamo. 

Le forme, che ci ha fatto conoscere la geometria piana e solida , 
derivano tutte dalla linea retta e dal cerchio. Infatti, le figure piane 
rettilinee, ovvero i poligoni , non sono ehe piani terminati da per 
ogni dove da linee rette; e però tutte le forme conosciute nella geo- 
metria piana si riducono al cerchio ed ai poligoni, i quali non si 
possono formare senza il concetto della linea retta. In quanto alla 
geometria solida, troviamo in primo luogo che l’idea del piano non 
può acquistarsi senza quella della linea retta ; ed in secondo luogo 
che i poliedri in generale sono forme dello spazio prodotte dall’ in- 
contro di più piani, i quali chiudono lo spazio medesimo dappertutto. 
In particolare poi, i prismi e le piramidi si possono formare imagi- 
nando che una linea retta si muova lungo il perimetro di un po-' 
ligono con una data legge, cioè di esser parallela ad essa medesima, 
se si parlu dei prisma, e di passar sempre peF un punto fisso, situato 
fuori .del piano -del poligono, quando, si tratta della piramide. 

Rispetto ai tre corpi rotondi vedemmo nella geometria solida che 
il cono veniva generato -dalla rotazione di un triangolo rettangolo 
che gira intorno ad un cateto supposto immobile; ma è facile il ve- 
dere ehe si potrebbe concepire il cono come prodotto dal movimento 
di una linea retta SA (fig. I ) che si muove.lungo la circonferenza 
di un cerchio ACB, e passa sempre per un punto fisso S, situato 
fuori del piano di questo cerchio. Sillatla genesi del cono è più ge- 
nerale di quella, che abbiamo accennala più s>pra, ed è dovuta ad 
Apollonio da Perga, celebre geometra greco. La retta , che unisce 
il vertice S del cono col centro della base ACB , diecsi asse del cono. 
Quando l’asse è perpendicolare al piano della base, allora si ha il 
cono retto, cioè quello , di cui si è parlato nella geometria solida; 
nel caso contrario si avrà il cono obliquo, o scaleno. 
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È poi manifesto che essendo la retta generatrice SA illimitata di 
sua natura , il suo prolungamento SD descriverà un altro cono 
ESD opposto al primo. Nondimeno bisogna osservare clic la genesi 
accennata produce un solo solido, ed una sola superficie, la quale è 
formata di due foglie, ma è sempre una. Gli antichi consideravano 
il solido, di cui è parola, come formato da due coni opposti, c la sua 
superficie da due superficie coniche opposte. Talvolta si potranno 
adoperare queste denominazioni ; ma ripetiamo , la superficie co- 
nica è sempre da considerarsi come una sola superficie, e come un 
solo solido quello, che essa racchiude. 

11 cilindro venne considerato nella geometria solida come pro- 
dotto dalla rotazione di un rettangolo intorno ad un -suo lato sup- 
posto immobile ; ma per analogia col cono si può considerare coinè 
generato dal movimeulo di una linea retta cjie si muove lungo la cir- 
conferenza di un cerchio, e si mantiene sempre parallela a se stes. 
sa. Se la retta generatrice è perpendicolare al piano del cerchio, al- 
lora risulta il cilindro retto, di cui si è già parlato nella geometria 
solida; nel caso contrario-si avrà il cilindro obbliqno, o scaleno, l.a 
genesi del cilindro si potrebbe considerare come conseguenza di 
quella del cono; perocché in soslauza il cilindro è un cono, il cui 
vertice trovasi all’ infinito. 

Finalmente la sfera ò prodotta dalla rotazione di un semicerchio 
intorno al suo diametro. Quindi riepilogando le cose fin qui esposte 
si vede chiaramente che le forine conosciute nella geometria piana 
c solida derivano tutte dalla linea retta, e dal cerchio. 

5. La geometria piana e solida non fa che considerare le forme, 
delle quali ahbiam parlato , sotto il rapporto delle tre classi piò 
sopra nominate; non in tutta l’estensione, ma limitandosi a quelle 
sole quistioni, che sono le più importanti, e servono di fondamento 
alle altre parti della istituzione matematica. Quindi passeremo a dare 
uno sguardo alle quistioni relative a ciascuna classe , che sono 
state trattate nella geometria piana e solida. 

6. La prima classe, come dicemmo, considera le proprietà delle 
forme. Or queste forme riducendosi per le cose dette più sopra ai 
poligoni , ed al cerchio nella- geometria piana , cominceremo dal 
richiamare alla memoria alcune delle principali proprietà de’ poligo- 
ni, e del cerchio. 

7. Fra i poligoni quello che ha la forma più semplice è il trian- 
golo ; e vedemmo nella geometria piana che rispetto ai lati la pro- 
prietà caratteristica del triangolo è che ogni lato e minore della som- 
ma degli altri due, e maggiore della loro deferenza. Quando poi 
si considerano gli angoli, la proprietà caratteristica del triangolo è 
che i tre angoli presi insieme sono eguali a due retti, l’er i poligo- 
ni in generale si può indicare come proprietà caratteristica che la 
somma degli angoli interni di qualsivoglia poligono è uguple a tan- 
te volte due angoli retti, quante unità sono nel numero dc’lati. me- 
no due. Avendo poi assegnalo i caratteri, che servono a determina- 
re i triangoli in particolare, ed i poligoni in generale, abbiamo dato 
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netta geometria piana i mezzi per descrivere qualunque.triangolo, e 
qualunque poligono. 

Le cose precedenti bastano a far comprendere a che si riducono 
le quistioni della prima classe rispetto ai poligoni ; e però tralasce* 
remo di citare le altre proprietà di questi, che si possono vedere 
nella geometria piana. 

8. In quanto al cerchio, la sua definizione consiste in una proprie* 
tà semplicissima e caratteristica di questa forma. Altre proprietà del 
cerchio sono state dimostrate nella geometria piana, fra le quali ci 
limiteremo a citare alcune delle più importanti, come sono le se* 
guenli : l'angolo iscritto nel semicerchio è retto ; gli angoli opposti 
di un quadrilatero iscritto sono presi insieme uguali a due retti; 
le parti di due corde, che si tagliano nel cerchio, sono reciproca- 
mente proporzionali ; la perpendicolare MP{ fig. 2 ) abbassata da un 
punto della circonferenza sul diametro AB è media proporzionale 
fra i due segmenti AP, PB di questo diametro; e per conseguenza il 

J uadralo di MPè uguale ai-rettangolo di AP in PB ; ed i quadrati 
elle perpcndieolari abbassate dalla circonferenza sul diametro stan- 
no fra loro come i rettangoli de’ segmenti corrispondenti del dia- 
metro; • 

9. E facile il vedere che dalle proprietà delle forme si deducono 
le costruzioni, che servono a descrivere le forme medesime. Cosi 
neHa geometria piana le proprietà de’ parallelogrammi hanno con- 
dotto alla descrizione di ogni specie di parallelogrammi ; e le pro- 
prietà del cerchio possono condurre a descrivere questa CHrva in 
un modo diverso da quello, che risulta dalla sua definizione. In- 
fatti, sapendo che l’angolo AMB ( fig. 2 ) iscritto nel semicerchio è 
retto, possiamo considerare la circonferenza del cerchio come la li- 
nea curva, che nasce dalla intersezione continuata di due rette AM , 
BM, che partono dalle due estremità di una retta AB, e si tagliano 
sempre ad angoli retti. Quindi si potrà considerare la circonferenza 
del cerchio come il luogo geometrico , 0 semplicemente come il luo- 
go di tutti que’punti d’intersezione. 

Parimente, se sopra una retta terminata AB (fig. 2) si prende 
un punto Pad arbitrio, e s’innalzi da questo punto la perpendicola- 
re PM tale che il tuo quadrato sia eguale al rettangolo contenuto 
dai due segmenti corrispondenti AP, PM della retta data, il punto M 
si troverà sulla circonferenza del cerchio, che ha per diametro AB ; 
e per conseguenza si può considerare la circonferenza del cerchio 
come il luogo de'punli estremi di tutte le perpendicolari innalzate, 
come PM, sulla retta AB, tanto da una parte , quanto dall’altra. 

La stessa definizione della circonferenza del cerchio conduce a‘ 
considerare questa curva come il luogo de’punli esistenti in un pia- 
no ed equidistanti da un punto dato, che sarebbe il centro del cer- 
chio. Questa ultima maniera di considerare la circonferenza è la 
più semplice di tutte, e conduce, come c noto, a descrivere questa cur- 
va in un modo semplicissimo per mezzo del compasso. Nondimeno, 
giova avvertire, a questo proposito, che si potrebbe prendere per 
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definizione del cerchio, ed in generale di una forma qualunque, una 
delle sue proprietà; ma si prende sempre la più chiara o la pili evi- 
dente, per cavar poi da essa le altre proprietà più recondite e dimo- 
strarle come conclusioni. 

10. Le cose esposte bastano a far conoscere la natura delle qui- 
stioni, che si comprendono nella prima classe non solo nella geome- 
tria piana, ma anche nella geometria solida, applicando ai poliedri , 
al cono, al cilindro, ed alla sfera ciò che abbiam detto rispetto ai 
poligoni, ed al cerchio. Quindi si vedrà facilraeute che la sfera è il 
luogo geometrico di tutt’ i punti equidistanti da un punto dato , 
che sarebbe il centro della sfera; il cilindro è il luogo geometrico di 
tutt’i punti equidistanti da una retta data, che sarebbe l'asse del cilin- 
dro; la superficie conica è il luogo geometrico della retta che si muo- 
ve lungo la circonferenza di un cerchio e passa sempre per un pun- 
to fisso, situato fuori del piano di questo cerchio; ecc. 

1 1 . Dalle considerazioni fatte intorno alla prima classe si può de- 
durre che le proprietà delle forme conducono ai luoghi geometrici; 
e che viceversa i luoghi geometrici conducono alle proprietà delle 
forme. Infatti, è noto che dalla definizione del cerchio si cavano 
tutte le proprietà di questa curva; ed abbiam veduto più sopra che 
nella definizione accennata la stessa curva vicn considerata come un 
luogo geometrico. Vedemmo poi viceversa che partendo dalle pro- 
prietà del cerchio si poteva arrivare a considerar questo come un 
luogo geometrico. 

12. E poiché si può concepire una linea come generata dal moto 
di un punto, e una superficie dal moto di una linea , ne segue 
che quando un punto, o una lìnea si muove con una legge determi- 
nata , la linea o la superfìcie, che ne risulta , si dirà luogo geome- 
trico o semplicemente luogo di quel punto o di quella linea. 

Daremo altrove un’altra definizione del luogo geometrico, ma al- 
lora lo considereremo sotto un altro punto di vista. 

1 3. Passeremo ora a parlare della seconda classe di quistioni geo- 
metriche. 

Ella considera i rapporti di quantità , ovvero la proporzione , o 
la misura; e però comprende quelle quistioni, nelle quali si tratta 
di determinare la grandezza delle linee, e delle parti dell’ estensio- 
ne, paragonando le une con le altre. Quindi nella geometria piana 
appartengono alla classe suddetta le proposizioni, che determinano 
il rapporto di due linee rette, di due cerchi dello stesso raggio, di 
due angoli , di due rettangoli , di due parallelogrammi , di due 
triangoli, ed ingenerale di due poligoni qualunque, come pure di 
due circonferenze , o di due cerchi. Alla stessa classe spettano i pro- 
blemi , ne’ quali si propone di dividere un angolo in due parti eguali,, 
o una retta terminata in due parti eguali, o in parti proporzionali 
ad altre rette date, o in estrema e media ragione ; di trovare una 
quarta, una terza, o una media proporzionale, di descrivere un 
quadrato che stia ad un quadrato dato in data ragione , ec. Da ciò 
si vede che la classe di cui è parola, occupa non piccolo spazio 
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»u*_lla geometria piana. Uno più grande ne occupa nella geometria 
solida, la quale, come è nolo, si riduce in gran parte alle proposi- 
zioni relative ai rapporti, ed alla misura de’ volumi de’ poliedri, ed 
a quella delle superficie e volumi de’ tre corpi rotondi. 

14. (*) Per far conoscere maggiormente la natura delle quistioni 
appartenenti alla classe di cui parliamo, stimiamo di mettere in que- 
sto luogo le enunciazioni di alcuni problemi , abbenche questi non 
si ritrovino nella geometria piana. 

Problema I . Essendo date due rette che s'incontrano, ed, un pun- 
to fuori di esse, condurre per questo punto una retta tale che i seg- 
menti compresi far il punto e le rette siano in una data ragione. 

Problema 2. Essendo dati due punti in due rette parallele, ed un 
punto fuori di queste, condurre per questo punto una retta tale che 
1 segmenti compresi fra questa retta ed i due punti accennati siaDO in 
una data ragione. 

Problema 8. Essendo dati due punti sopra due rette che s’incon- 
trano j ed un punto fuori di queste, tirare per questo punto una retta 
tale che i segmenti compresi fra questa retta ed i due punti accen- 
nati siano in una data ragione, (a) 

Problema 4. Essendo dati due punti sopra due rette, tirare per 
un altro punto dato in una di esse, una retta tale che i segmenti com- 
presi fra questa retta ed i due punti accennati contengano uno spa- 
zio dato. ■'■■■. .. .. 

Problema 5. Essendo date due rette che s’incontrano, ed un pun- 
to, condurre per questo punto una retta tale che i segmenti compresi 
fra questa retta ed il punto d’ incontro contengano uno spazio da- 
to < b )- ... 

Problema 6. Essendo dati tre punti sopra una retta indefinita tro- 
vare su questa retta un’altro punto tale che il rettangolo contenuto 
da due de’segmenti compresi Ira questo punto ed i tre punti accen- 
nati stia al quadrato del restante segmento in una data ragione. 

Problema 7. Essendo dati quattro punti ki una retta indefinita 
trovare su questa retta un’altro punto tale che il rettangolo con- 
tenuto da due de' segmenti compresi stia al rettangolo contenuto dai 
due rimanenti in una data ragione (c). 

15. Resta ora a conoscere il legame che unisce le due gran- 
di classi di quistioni geometriche, delle quali fin qui abbiam parlato. 


(*). I paragrafi, che sono accompagnati da un asterisco, si potranno tra- 
lasciare, se si voglia, in una prima lettura. 

(a) Questo problema ed i due precedenti sono stati risoluti da Apollonio in 
un libro, che intitolo Sezione della ragione , e che c giunto sino a poi. 

(b) Questo problema, ed il precedente erano stati risoluti da Apollonio in 

un libro, il cui titolo era Sezione dello epazto. Snellio , e Roberto Simson 
hanno restituito questo libro, che ti é perduto. -, 

a Questo problema ed il precedente si trovavano risoluti in un lihro di 
Ionio, intitolato Sezione determinata, che si c perduto; ed i state resti' 
tuito da Snellio, e da Roberto Simson. 
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Le forme stabiliscono relazioni di quantità fra linee rette; ed a 
queste relazioni si riduconole proprietà delle forme medesime. Co- 
si-, essendo in un triangolo un lato qualùnque minore della somma 
degli altri due e maggiore della loro deferenza, questa relazione co- 
stituisce una proprietà del triangolo. Parimente essendo il quadrato 
dell’ ipotenusa eguale alla somma de’ quadrati de’cateti, questa rela- 
zione costituisce una proprietà del triangolo rettangolo, ec. Ori 
rapporti di quantità non sono che una specie di relazioni di quanti- 
tà; e per conseguenza il legame tra le due classi di quistioni geo- 
metriche è manifesto. Di più bisogna osservare che le proprietà dello 
forme consistono molte volte in semplici rapporti di quantità, nel 
senso stretto di questa parola. Infatti vedemmo più sopra che nel 
cerchio i quadrati delle perpendicolari abbassate dalla circonferenza 
sul diametro stanno come i rettangoli dc’segmcnti corrispondenti, e 
che quando due corde si tagliano, le parti dell’ una sono reciproca- 
mente proporzionali alle parti dell’altra, cc. 

16. La terza classe di quistioni geometriche, che riguarda le re- 
lazioni di sito, occupa piccolissimo spazio nella geometria piana e 
solida. Se si domandasse, per esempio, di conoscere le condizioni 
che debbono avere le circonferenze di due cerchi, allinchè l'una possa 
toccar l’ altra , sarebbe questa una quistione di sito, perchè nella 
geometria piana si è dimostrato che i centri devono esser situati l'u- 
no rispetto all’altro in modo che la loro distanza sia eguale alla som- 
ma, o alla differenza de’raggi de’due cerchi. Se fossero situati in 
modo che la condizione suddetta non potrebbe aver luogo, allora 
le due circonferenze non si toccherebbero. Parimente se si doman- 
dasse di trovare le condizioni che deve avere una retta per esser 
tangente ad un cerchio, sarebbe questa ancora una quistione di sito 
perchè nella geometria piana si è dimostrato che la retta accennata 
dev’esser situata in modo .che risulti perpendicolare al raggio nel 
punto estremo di questo. È facile il vedere dia appartengono alla 
classe, di cui è parola, i problemi ne’quali si propone di far passare 
una circonferenza di eerchio per tre punti non situati in linea rei» 
ta , e d’iscrivere un cerchio in un triangolo. 

1 problemi analoghi ai precedenti non si trovano nella geometria 
solida, perchè le quistioni spettanti alla classe, di cui parliamo, non 
sono di alcun uso nella istituzione matematica moderna, e bastano 
quelle sole che si danno nella geometria piana, e qualche allrasem- 
plicissima, che trovasi nella geometria solida, come sarebbe quella 
relativa al piano tangente alla sfera. 

17 * A fine di dare altri esempii di quistioni appartenenti alla terza 
classe, riporteremo in questo luogorenuneiazioni di alcuni problemi. 

Problema 1 . dati due punti ed una retta, descrivere un cerchio, 
che passi per i due punti dati, e tocchi la retta data. 

Problema 2 Datò due rette ed un punto, descrivere un cerchio, 
che passi pel punto dato, e tocchi le rette date. 

Problema 3. Dati due punti e un cerchio, descrivere un altro cer« 
«hio che passi per i due punti dati, e tocchi il cerchio dato. 
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Problema 4. Dati due cerchi, ed un punto, descrivere un cerchio 
che passi pel punto dato e tocchi i due cerchi dati. 

Problema 5. descrivere un cerchio , che tocchi tre cerchi da- 
ti (d). 

Problema 6. Descrivere una sfera che passi per quattro punti 
dati. 

Problema 7. Descrivere una sfera che tocchi tre sfere date ed un 
piano anche dato. 

Problema 8. Descrivere una sfera che tocchi quattro sfere 
date (e). 

Problema 9. Iscrivere in un cerchio dato un triangolo, i cui lati 
prolungati passino per tre punti dati (f). 

Problema 10. in un dato cerchio adattare una retta di data gran- 
dezza, che passi per un punto dato. 

Problema 1 1 . Dato un semicerchio, ed una retta perpendicolare 
ad una estremità del suo diametro, adattare fra questa perpendico- 
lare e la semi-circonferenza una retta di data grandezza, che passi 
per. l’altra estremità del diametro. ‘ • 

Problema 12. Essendo prolungato un lato di un dato rombo, adat- 
tare nell’ angolo esterno una retta di data grandezza, che passi pel 
vertice dell’angolo opposto (g). 

Un numero indefinito di problemi siffatti si potrebbe imaginare 
senza uscire, dai limiti della semplice geometria piana e solida-, e 
però si vede quale immensa estensione occupa la terza grande clas- 
se di quistioni geometriche. Di più giova osservare che le quistioni 
di sito sono le più difficili ad essere risolute non solo con la sempli- 
ce geometria, ma anche con l’ajuto dell’algebra. Infatti, per risol- 
verle si ha bisogno della conoscenza delle proprietà delle forme. Or 
nelle quistioni di sito avviene quasi sempre che le condizioni del 
problema stabiliscono fra i dati e i quesiti relazioni non esplicite, 
ma recondite; e quindi per scoprire queste relazioni si deve talvol- 
ta trovare un gran numero di proprietà delle forme, prima che si 


(d) . Questo problema, i procedenti, ed altri *u i contatti de’cerchi fra loro, 
e colle linee rette, erano stati risoluti da Apollonio in un libro intitolato delle 
Tazioni, che si è perduto. Vieta, celebre geometra francese, diede la soluzio- 
ne di questi stessi problemi in un libro che ha ppr titolo: Apollonio Gallo. In 
seguito molti altri geometri si sono occupati a risolvere questi problemi. 

(e) . Questo problema, i due precedenti, ed altri analoghi si trovano risoluti 
nelle opere dell’illuslre Ferm.it, che estese alle sfere ed ai piani ciò che A- 
pollonio aveva fatto per i cerchi e le linee rette. 

(f) . Questo problema i assai famoso.Esso non potè esser risoluto per lo spa- 
zio di più di 4o anni: finalmente Castiglione ne diede una soluzione nelle me- 
morie dell’Accademia di Berlino; c dopo di questa Annibaie Giordano ne 
produsse un’altra, e la estese al poligono.. 

(g) . Questo problema, i due precedenti ed altri della stessa natura, erano 
stati risoluti da \pollonio in un libro intitolato delle Inclinazioni , che si è 
perduto. Questo libro è stato riprodotto da Ghctaldo, e da Ilorslej , 
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arriva a vedere la relazione, da cui dipende la risoluzione del pro- 
blema proposto. 

Ma queste cose si vedono meglio con esercitarsi a risolvere un 
gran numero di problemi; e però non spingeremo più oltre le nostre 
considerazioni. Solamente faremo osservare che le quistioni di sito 
avendo bisogno per esser risolute delle proprietà delle forme, risulta 
manifesto il legame che unisce le tre grandi classi di quistioni , 
alle quali si riduce tutta la geometria. E poiché le proprietà della 
forme, come vedemmo più sopra, dipendono dai rapporti, o re- 
lazioni di quantità, così si può conchiudere che in ultima analisi tutta 
la geometria, come pure tutte le scienze matematiche, si riducono 
a rapporti, o relazioni di quantità. 

18. Le cose fin qui esposte bastano a dare una idea generale di 
tutta la geometria. Tutto si riduce ad applicare alle forme conosciuta 
le quistioni, che sono state naturalmente divise in tre grandi classi; 
c però la scienza progredisce quando si trovano nuove forme, e si 
applicano ad esse le quistioni suddette. Per lungo tempo i limiti 
della geometria furono assai ristretti, perchè si conoscevano soltanto 
la linea rella,ed il cerchio, e le forme, che ne dipendono, ossia si cono- 
sceva la sola geometria piana e solida. Ma in progresso di tempo i 
tentativi fatti inutilmente per risolvere colla riga ed il compasso, 
ossia con la intersezione della linea retta e del cerchio, i famosi pro- 
blemi della trisezione dell’angolo, e della duplicaziorib del cubo, 
obbligarono i geometri a cercare nuove forme, onde arrivare con 
queste alla risoluzione di que'problemi; e così cominciarono ad allar- 
garsi gli antichi confini della geometria. Or in qual modo si potevano 
trovare queste nuove forme? Vedemmo più sopra che la circonferen- 
. za del cerchio poteva esser generata in più modi diversi , conside- 
randola come luogo geometrico. Questa via avrebbe potuto per ana- 
logia condurre alla scoverla di nuove forine; ma si vede facilmente 
che ne’ primi passi della scienza non era facile seguire un tal cam- 
mino. Quindi i geometri presero un’altra strada, che ad essi si pre- 
sentava naturalmente, cioè quella di tagliare con piani diversamente 
inclinali le superficie curve conosciute nella geometria solida. Fu- 
rono escluse lo superfìcie de’poliedri , perché queste tagliate con 
piani non danno che poligoni; cioè forme, che erano già note. 

l’or la stessa ragione venne esclusa la sfera, perchè tagliando 
questa con un piano comunque inclinato, la sezione, che ne risulta, 
è sempre un cerchio; e però non si ha mai una nuova forma. Re- 
stava dunque a considerarsi il cilindro, ed il cono: ma il primo do- 
veva ancora essere escluso, perchè, come dicemmo più sopra, si può 
considerare come un cono, il cui vertice trovasi airinfinilo; per 
conseguenza rimaneva il solo cono. Or si sapeva dalla geometria so- 
lida c|ic se il cono retto si taglia con un piano parallelo alla base, 
la sezione era un cerchio^ conveniva dunque vedere se si avesse 
ancora un cerchio tagliando il cono medesimo con un piano incli- 
nalo alla base. Fu allora che, tagliando il cono ed il suo opposto al 
vertice con piani di tersamente inclinati, i geometri arrivarono a 
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scoprire Ire nuove curve, che chiamarono sezioiti coniche , o curve 
coniche-., e che ora si appellano ancora wirve di secondo grado, o 
pure di secondo ordine. 

Trovate queste nuove forme, i geometri cominciarono ad appli- 
care ad esse le tre grandi classi di quistioni, che erano state per 
lungo tempo applicale al cerchio. E siccome la rotazione del semi- 
cerchio intorno al suo diametro aveva prodotto la sfera, cosi la ro- 
tazione delle curve coniche intorno ai loro assi produsse nuovi soli- 
di, e la scienza si accrebbe. In progresso di tempo sì scoprirono al- 
tre linee, ed altre superficie curve; c si applicarono ad esse le tre 
grandi classi di quistioni; ed in tal modo la geometria ha ricevuto 
un immenso accrescimento. 

CAPITOLO II. 

De' Dati. 

19. Ogni quistione di geometria appartiene sempre ad una delle 
grandi classi, delle quali ahbiam parlato nel capitolo precedente; 
ma la forma sotto cui si può presentare è quella di teorema, o di pro- 
blema. 

11 teorema si riduce alla contemplazione di una verità, ossia alla 
dimostrazione di una \erità, o alla scoverta di una proprietà nuova 
per mezzo delle proprietà conosciute, o delle verità dimostrate. 

Il problema si propone di costruir gualche cosa , cioè linee o fi- 
gure, che soddisfanno a date condizioni per mezzo di linee, o di fi- 
gure già costruite. Tuttavolta bisogna osservare che la costruzione 
accennata non si deve prendere nello stretto significato della parola, 
perchè non è dato a noi il poter tirare una linea, o segarla, o fare 
altre operazioni in quello stesso modo con cui vengono concepite 
dal geometra. Epperò il problema non può proporre la costruzione 
di cose, che non possiamo effettuare, ma propone di dare la genesi di 
qualche linea o figura. Cosi, quando si domanda di descrivere sopra 
una retta terminata un triangolo equilatero, ciò si riduce a proporre 
d’investigare la genesi dello stesso triangolo, in guisa che con questo 
problema non s’insegna a descrivere effettivamente il triangolo equi- 
latero sopra una retta data, con descrivere quei circoli, e tirare quelle 
lette, che indicammo nella geometria piana; ma s’insegna a conosce- 
re qual sia la genesi del triangolo equilatero sopra una retta data. 
È questa propriamente la natura del problema: il teorema non dà 
genesi, ma fa conoscere le proprietà’ del soggetto. Ciò non ostante, il 
teorema si può mettere sotto la forma di problema: in vece di dire, 
per esempio, dimostrare che in ogni triangolo la somma di tre an- 
goli è uguale a due retti, si potrebbe dire: trovare la relazione che 
esiste fra i tre triangoli di un triangolo qualunque. Vero è che il teo- 
rema messo sotto questa forma si riduce ad un caso particolare di un 
problema più generale;e cosi ha dovuto presentarsi alfa mente del geo- 
metra, che si occupò a scoprire le proprietà del triangolo. Ed infatti, 
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Proclo nel suo consento agli clementi di Euclide ci fa sapere clic quella 
proprietà del triangolo venne prima scovcrtanel triangolo equilatero, 
poi nell'isoscele, e finalmente in un triangolo qualunque. Nè lano- 
stra mente può tenere un’ altra via, allorché partendo dalle idee le 
più semplici vuole innalzarsi ad idee di un ordine più elevato, e giun- 
gere per mezzo di una serie di deduzioni logiche alla scoverta delle 
proprietà particolari a ciascuna specie di figure geometriche. Il teo- 
rema può dunque prendere la forma di problema, perchè occupan- 
dosi esso ad investigare le proprietà del soggetto, è manifesto che 
questa investigazione può mettersi sotto la forma accennata; ma sem- 
pre sarà diverso dal problema, il quale, come dicemmo, non indaga 
le proprietà del soggetto, ina dà la genesi di questo. 

20. Dalle cose precedenti apparisce che quantunque il teorema 
sia di sua natura diverso dal problema, nondimeno i dati, ed i que- 
siti debbo 110 trovarsi nell'uno, e nell’altro. Quindi per risolvere una 
quistione qualunque di geometria bisogna procedere alla discussio- 
ne, ovvero alla disamina delle proprietà, che competono ai dati, ed 
ai quesiti. E poiché i dati sono la prima cosa, che si presenta in una 
quistione di geometria; perciò parleremo in primo luogo de’dati, ed 
in secondo luogo de' quesiti. 

2 1 . La parola dato significa propriameulc cognito, ma più spesso 
equivale a determinato, cioè che non può variare. 

1 dati si distinguono comunemente in dati di specie, di grandez- 
za, di rapporto, e di sito. 

I primi corrispondono alla prima delle tre grandi classi, delle quali 
abbiam parlato nel capitolo precedente, perchè riguardano la forma. 
Gli altri due corrispondono alla seconda classe; efinalmente gli ulti- 
mi alla terza classe. Nè poteva avvenire altrimenti, perchè riducen- 
dosi tutte le quistioni geometriche alle tre classi accennate, ancora 
i dati, che sono gli elementi, che servono alla risoluzione di quelle 
quistioni, dovevano corrispondere alle tre classi medesime. 

21. Bisogna ancora notare che per dati non si devono intendere 
solamente le quantità, che sono determinate dall’ enunciazione della 
quistione, ma ancor quelle, che possono esser dedotte dalle prece- 
denti con mezzi già conosciuti. In ciò che segue ci occuperemo a 
far vedere come dai dati per ipotesi si deducono quelli per conseguen- 
za, ma ci limiteremo alle cose più necessarie. 

De’ dati di specie. 

22. Nella geometria piana abbiamo dimostrato che il cerchio po- 
teva considerarsi come un poligono di un numero infinito di lati in- 
finitamente piccoli, per conseguenza nella geometria solida il cilin- 
dro , il cono, e la sfera vennero considerati, il primo come un pri- 
sma, il secondo come una piramide, e l’ultima come un poliedro di - 
un numero infinito di facce infinitamente piccole. Applicando questi 
stessi concetti alle curve, cd alle superficie curve , si potrà conside- 
rare una curva qualunque come un poligono di un numero infinito 
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di lati infinitamente piccoli; ed una superficie curva come un polie- 
dro composto di una infinità di faccette infinitamente piccole, lappe- 
rò basterà considerare i dati di specie nè poligoni, e nè poliedri, o 
piuttosto nè soli poligoni, perchè quello che si dice intorno a questi 
si applica facilmente ai poliedri. 

23. Stando alla definizione della parola dato , un poligono si do- 
vrà dire dato di specie , quando la sua forma sarà cognita, o sarà de- 
terminala; o in altri termini quando sarà simile ad un poligono dato. 
Quindi tutto ciò che si potrà dire intorno ai poligoni dati di specie, 
dipenderà dalla teorica ae’ poligoni simili; e però tenendo presente 
una siffatta teorica si potranno facilmente comprendere le proposizio- 
ne seguenti. 

24. Prop. 1. Un triangolo è dato di specie , quando è data la 
grandezza di ciascuno de 1 suoi angoli ( fig. 3 ). 

Infatti, supponiamo che si conosca la grandezza degli angoli A, 
B, C, del triangolo ABC. Si prenda una retta EF di una lunghezza 
data ad arbitrio, e si faccia l’angolo E=B, e l’angolo F=C, il tri- 
angolo EOF, che risulterà da siffatta costruzione, sarà simile al tri- 
angolo ABC , e però questo sarà dato di specie. 

23. Prop. 2. Un triangolo è dato di specie , quando è data la 
grandezza di un angolo, ed è dato il rapporto de' lati, che compren- 
dono 1' angolo medesimo ( fig. 3. ) 

Nel triangolo ABC, sia dato l'angolo A, ed il rapporto de’ lati 
AB, AC. Si tiri una retta ED di una lunghezza data ad arbitrio , e 
si faccia l’angolo EDF=A‘. poi in ordine alle tre rette AB , AC, 
VE, si trovi una quarta proporzionale, e si prenda DF uguale a que- 
sta quarta proporzionale. Finalmente , si congiunga ii punto E col 
punto F, il triangolo EOF sarà simile al triangolo ABC, e però que- 
sto sarà dato di specie. 

26. Prop. 3. l/n triangolo è dato di specie , quando è dato il 
rapporto, che i lati hanno fra loro scambievolmente ( fi. 3 ). 

Supponiamo che nel triangolo ABC , sia data il rapporto di AB a 
BC, di AB ad AC, e di BC a CA. Si prenda una retta, che chiame- 
remo G, di una lungezza data ad arbitrio; ed in ordine alle tre rette 
AB, BC, e G si trovi una quarta proporzionale, che dinoteremo con 
//: poi in ordine alle tre rette BC, CA, e li si trovi una quarta pro- 
porzionale, che indicheremo con L. Finalmente, con le tre rette DE, 
EF, DF, rispettivamente uguali alle tre rette G,H,L, si descriva il 
triangolo DÈF, che sarà simile al triangolo ABC, e però questo sa- 
rà dato di specie. 

27. Prop. 4. Un triangolo rettangolo è dato di specie , quando 
è dato il rapporto de' lati, che comprendono uno degli angoli acu- 
ti (,&&*)■ 

Sia ABC, un triangolo rettangolo in A, e sia data la ragione de’lati 
BC, BA, che comprendono 1’ angolo acuto B. Si prenda una retta 
EF di una lunghezza data ad arbitrio, ed in ordine alle tre rette BC, 
AB, EF, si trovi una quarta proporzionale: poi sopra EF si descri- 
va un semicerchio, ed iu esso si adatti la corda ED uguale alla quar- 
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\a proporzi onale accennata ; il che può sempre farsi ; dappoiché es- 
sendo ^maggiore di BA. sarà Eh' maggiore della (piarla propor- 
zionale, di cui è parola. Finalmente, si tiri la corda DF: dico che il 
triangolo EOF è simile al trangolo ABC. 

Tutto si riduce a dimostrare che l’angolo E—B. Or se questi due 
angoli non sono eguali fra loro , sia B maggiore di E , e si faccia 
l'angolo ABH=E. ■ 

Il triangolo ABH sarà simile al triangolo EOF , perchè saranno 
equiangoli, onde si avrà. 

DII: AB ; : EF: ED, 

Ma si aveva. 

BC: AB ; ; EF: ED, 

Dunque sarebbe BC=BII ; il che è assurdo, perchè 1’ angolo ot- 
tuso BlIC sarebbe uguale all'acuto BCA. Che se poi si supponesse 
l’angolo B minore dell’ angolo E , allora la costruzione e la dimo- 
strazione precedente si farebbero nel triangolo EOF, c risulterebbe 
lo stesso assurdo, che abbiamo accennato. Quindi resta dimostrato che 
l'angolo Bz=E, e per conseguenza il triangolo EDF è simile al tri- 
angolo ABC , il quale perciò sarà (lato di specie. 

28. Dalle cose precedenti apparisce manifesto che quando e data 
la grandezza degli angoli di un triangolo , risulta dato per conse- 
guenza il rapporto de’lati , e viceversa. Quindi se in un triangolo 
rettangolo è dato uno degli angoli acuti , sarà dato il rapporto dei 
lati, clic lo comprendono. Reciprocamente, se nello stesso triangolo 
è dato il rapporto de’ lati, che comprendono uno degli angoli acuti, 
questo angolo sarà dato , cioè sarà sempre di costante grandezza , 
come si deduce dal paragrafo precedente (li). 

29. Ciò che abbiam detto intorno ai triangoli dati di specie si po- 
trebbe estendere ai poligoni dati di specie, perchè è facile il vedere 
che ogni poligono dato di specie si può scomporre in tanti triangoli 
dati di specie, quante unità sono nel numero de’ lati del poligono , 
meno due. Epperò non ci occuperemo ulteriormente delle figure ret- 
tilinee date di specie. 

30. Niente diremo intorno al cerchio come datodi specie, perchè 
essendo il cerchio un poligono regolare di un numero infinito di la- 
ti infinitamente piccoli, tutt’ i cerchi sono simili. 

31. La teorica de’ poliedri simili conduce facilmente ai poliedri 
dati di specie. Cosi, per darne qualche esempio, una piramide trian- 
golare sarà data di specie, quando saranno date di specie due delle 
sue facce , e sarà dato di grandezza l’ angolo diedro da esse com- 
preso: o pure , quando una faccia della piramide è data di specie , 
ed è dato di grandezza ciascuno de’tre angoli diedri adiacenti , cec. 

32. In quanto ai tre corpi rotondi , nulla vi è a dire rispetto alla 
sfera, perchè dalla genesi di questa apparisce che tutte le sfere so- 


(h) Su questi principi! poggia la Trigonometria analitica, come vedremo « 
suo luogo. 
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no simili. Rispetto poi al cilindro retto ed- al eolio retto essi saranno 
dati di specie, (piando sarà dato- il rapporto dell’ asse del cilindro, o 
del cono al diametro della hase corrispondente ; perchè in tal caso 
sarà data di specie la figura generatrice del cilindro , o del cono. 

33. In conclusione , per conoscere quando una figura è data di 
specie, bisogna aver presente i caratteri di simiglianza di questa fi- 
gura con un’altra della stessa natura Quindi per conoscere quando 
una curva è data di specie, bisogna sapere a che si riducono i carat- 
teri di simiglianza di due curve della stessa natura; i quali caratteri 
per le cose dette più sopra ( n° 22 ) dipendono da quelli della simi- 
glianza de’ poligoni. Or, affinchè due pcligoni siano simili, è neces- 
sario che sì possano descrivere ambiduc con dati , e con costruzioni 
esse stesse simili, vale a dire tali che le parli, delle quali sono com- 
posti, appartengano a figure simili. Ciò si riduce a dire che per esser 
simili due poligoni, è necessario che le linee omologhe siano propor- 
zionali, e facciano angoli eguali dall’ una e dall’altra parte. Ma, una 
curva qualunque si può considerare come un poligono di un numero 
infinito di lati infinitamente piccoli, o , più esattamente, come il li- 
mite di un poligono di un numero infinito di lati , ciascuno infinita- 
mente piccolo, dunque per esser simili due curve si dovranno consi- 
derare come limiti di due poligoni simili di uo numero infinito di la- 
ti, ciasruuo infinitamente piccolo ; t però per esser simili due curve 
qualunque bisogna che si avv-rino le condizioni , che costituiscono 
la simiglianza de’ poligoni ; vale a dire che tutte le linee omologhe 
siano proporzionali nelle due cune', e facciano angoli eguali dalT'u- 
na e dall'altra parte. Dalle quali condizioni risulta poi evidentemente 
che due curve di diversa sp eie non possono esser mai simili. 

De dati di gratulezza , e di rapporto. 

34 Nelle nozioni preliminari alla geometria piana ( n° 1) , dicem- 
mo che per grandezza si dovei a intendere tutto ciò che è suscettivo 
di accrescimento e di diminuzione : tutto ciò , di cui si può asse- 
gnare o concepire il doppio o la metà , il triplo o la terza parte , ecc- 
Da questa definizione apparisce che in quanto spetta alle grandezze, 
non possiamo conoscere se non i rapporti , ch’esistono fra loro ; e pe- 
rò non si potrà mai esprimere una grandezza indipendentemente da 
qualche altra grandezza della stessa natura. Sicché quanto si dice 
che una linea , un’aja , un angolo è dato di grandezza , si deve in- 
tendere che la lunghezza della linea è riferita ad un’altra lunghezza 
nota, che serve come unità di misura ; che 1’ aja si riferisce ad un’al- 
tra aja, che è la sua unità di misura , e 1 angolo ad un altro ango- 
lo, che è pure la sua unità di misura. Da ciò segue che quando una 
siffatta unità di misura non può concepirsi , i dati di grandezza nou 
possono più aver luogo. Ed ora si comprende perchè il punto non 
può esser dato di grandezza , ma solamente di silo. Infatti, per quan- 
to piccola si voglia immaginare l’unità di lunghezza, sj avrà sempre 
una lìnea, la quale potendo essere lauto piccola ? quanto si voglia , 
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sarà una grandezza infinitamente piccola , ma non mai un punto ; ed ; 
è manifesto che per arrivare a questo , bisognerebbe considerare quel- 
la unità di lunghezza come nulla , perchè in tal modo si arriverebbe 
al limite della linea, ossia al punto. Quindi il punto non ha gran- 
dezza; e però non può esser dato in quanto alla grandezza, ma so- 
lamente in quanto al sito, che occupa nello spazio. 

35 Dalle cose precedenti si deduce che i dati di grandezza appar- 
tengono in sostanza ai dati di rapporto, nondimeno stimiamo doverti 
considerare sotto la forma, con cui si presentano, perchè da essi de- 
rivano alcuni principii, de’ quali dovremo far uso in appresso. 

36. Se due rette sono date di grandezza, sarà data la media pro- 
porzionale fra esse , e la terza proporzionale in ordine ad esse me- 
desime, perchè la media, e la terza proporzionale si possono trova- 
re con una costruzione geometrica conosciuta. Per la stessa ragione 
sarà dato il quadrato, che è uguale alla somma o alla difleren za dei 

S uadrati delle rette sopraddette. Similmente , se sono date di gian- 
ezza due rette, o due angoli, o due aje, che indicheremo con M e 
JV, sarà data la loro somma e la loro differenza A f-N. Vice- 

versa, se è data la somma K delle due quantità M e TV, e la loro dif- 
ferenza L , saranno date M e IV. Infatti, in tal caso si hanno le du# 
eguaglianze K=AJa-N, e L—M-A ; e però aggiungendo L a K , e- 
M-N a Af-t-TV, si avrà in primo luogo À-t-A= 2 .JT. perchè N aggiu- 
ta e sottratta si annulla: in secondo luogo sottraendo A da A, e M-N 
da A/-t-TV, si avrà A-A= 2 TV ; perchè se da Af-t-TVsi fosse sottratta 
solamente M, il resto sarebbe stato la sola N, ma si doveva sottrar- 
re M diminuita di TV, dunque il residuo è più piccolo di qu Ho che 
doveva essere, ed il difetto equivale precisamente a TV. Quindi se al 
residuo si aggiunga un’altra N, si avrà il vero residuo, che sarà 2. V. 

Da ciò segue che la quantità M è uguale alla metà di Am- L , cioè 
alla metà della somma più la metà della differenza data; e che 1 a 
quantità TV è uguale alla metà di K — L, cioè alla metà della somma 
meno la metà della differenza data. 

37. Questi principii conducono a un teorema che ci sarà utile in 
appresso. Se la base BC ( fig. 5 ) di un triangolo ABC si divida in 
due parti eguali nel punto A, e si congiunga questo punto col vertice 
A dell angolo opposto, fu dimostrato nella geometria piana (n°338) 
che 

Ai)’— AB' -v- UE’ -i- ‘2 b A'X HI), 

jjC— *£?+- HE’ — IBtxEO. 

Quindi facendo AU’—K, ÀC’—L, 

e ili 7x ELh= TV, 

si avrà 

A=.l/-t-TV, 

L=M—N, 

c per le cose dette nel paragrafo precedente sarà 
À"-+-Z=*2.1/, « K—L—2N. 
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La prima eguagliati*» esprime che la somma de’ quadrali de'lal 
’AB, AC è uguale al doppio quadrato della cojigiungcnle AE, pili il 
doppio quadrato della seinibase BE, il che era stato già dimostrato 
nella geometria piana. 

La seconda eguaglianza esprime che la differenza de’qnadrati dei 
lati AB, AC è uguale al quadruplo rettangolo contendlo dalla semi- 
base BE e dalla retta ED intercetta fra il punto di mezzo E della 
base, cd il piede della perpendicolare abbassata su questa medesima 
base dal vertice A dell’ angolo opposto; che è il teorema, di cui più 
sopra abbialo parlato. 

88. Dalle cose dette (n° 86) risulta ancora che se è datanna ret- 
ta, un angolo, o unaja, che chiameremo A , c la differenza di due 
altre rette, o di due altri angoli, o di due altre aje.che indicheremo 
con B — C, sarà data la differenza, che passa fra A e B — C , c che 
questa differenza sarà espressa da A — B~\-C. Quindi supposto ciré 
si abbia la proporzione 

B : C : : D : E, - 

sarà dividendo *• - 

B: B — C\\D : D — E, e facendo su questa proporzione ancora il 
dividendo, si ritorna alla proporzione data. 

39. Vedemmo più sopra che quando è data la somma K , e la diffe- 
renza L delle due quantità M e N , queste due quantità sono date. 
Non sarebbe lo stesso se fosse data la sola somma, o la sola differen- 
7.a, perocché supponendo data, per esempio, la sola somma, si avrebbe 
l’eguaglianza M-*~N=K, nella quale conoscendosi la sola quantità 
K non si possono conoscere le altre due. Infatti, se dalle due quan- 
tità eguali M+-N, e K si sottrae N, si avrà M—K—N ; e poiché la 
differenza K — N non è nota , così neaneo sarà nota la quantità M. 
Similmente , se dalle due quantità eguali accennate si toglie M , si 
avrà N—K — M\ e per la ragione sopradetta neppure N si potrà co- 
noscere. Ma se nell’eguaglianza M-*-N=K, si suppone conosciuta 
non solo la quantità K, come sopra, ma ancora una delle altre due 
M, o JV, allora è manifesto che l’altra resterà determinata. 

40. Dalle cose precedenti risulta che se in una eguaglianza si con- 
siderano le quantità, che stanno a sinistra del segno di eguaglianza, 
come formanti il primo membro di essa eguaglianza , c quelle , che 
stanno a destra dello stesso segno, come formanti il secondo membro 
della stessa eguaglianza, si potrà dire: che, quando in una eguaglian- 
za una delle quantità, o con altro nome uno de' termini, che trova- 
si in un membro, passa nell' altro col segno cambialo, t eguaglian- 
za, che si considera, non resta alterata. Perocché, con questa ope- 
razione si viene ad aggiungere o a togliere all* uno f e all’ altro 
membro, cioè a due quantità eguali, una medesima quantità. 

41 . Quando fra più quantità date esiste una relazione di eguaglian- 
za, il principio precedente determina facilmente una di queste quan- 
tità per mezzo delle altre ; ma applicato in tutta la sua estensione 
conduce talvolta a risultainenti singolari, che meritano di esser qui 
esaminati. 
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Se nell' eguaglianza Af=K — TV, die più sopra si è considerala , 
si togliesse il termine K dall’uno e dall’altro membro , si avrebbe 
M — K= — N. Or, supponeado clic Al, K, N siano tre linee rette; se 
si dica clic la linea N è la differenza delle due altre, ciò si concepi- 
sce subito e chiaramente: sia se si dica che la differenza accennala è 
meno la linea N, questa espressione non è chiara sicuramente , ed 
ha bisogno perciò di essere dilucidata. A dir vero , una siffatta diffi- 
coltà poteva evitarsi con riflettere che essendo K maggiore di M , 
non si può assegnare la differenza fra le lince Al e A, ma fra le linee 
K e M\ ed allora si avrebbe avuto K — M—N, cioè un risultamcnlo 
intelligibile. Nondimeno, questa maniera di vedere ha l’ inconvenien- 
te di obbligarci? mente ad aver sempre presente la grandezza rela- 
tiva delle linee, o di altre quantità A1,K, N, e per conseguenza nel- 
l’eguaglianza M-\~N=K non si potrebbe considerare la differenza di 
due di queste quantità in tutt i modi possibili; ed allora la scienza per- 
derebbe la sua generalità. Si deve dunque interpretare il risultamcnlo 
Al — À= — N, e non escluderlo; dappoiché un siffatto risullainenlo è 
stato ottenuto con un ragionamento esatto, anzi con quello stesso, che 
da’gli altri risultamenti intelligibili. 

Ù2. L’ addizione c la sottrazione sono, cornee noto, due opera- 
zioni inverse l’ima dell’altra, perchè per mezzo della seconda si an- 
nulla in una quantità ciò che vi era stato aggiunto per mezzo della 
prima. Quindi potè nascere l’ idea di considerare come positivo ri 
segno -|-, die serve ad indicare l’addizione, e come negativo il se- 
gno — , clic indica la sottrazione. 

Da ciò segue che le parole positivo e negativo hanno soltanto un 
significalo relativo, che serve ad esprimere l’opposizione fra due o- 
pera/.ioui inverse l’una dell’altra; e però si potrà dire che ogni quan- 
tità, che dev’essere aggiunta, è positiva ; e che ogni quantità, clic 
dev’essere sottratta, è negativa. Se dunque esplicitamente o implici- 
tamente s’intenda che si avrà a fare un’addizione o una sottrazione, 
il concetto della quantità positiva o negativa non può produrre nella 
mente alcuna difficoltà. Ma non sarebbe lo stesso, se lolla di mezzo 
ogni considerazione di addizione o di sottrazione, dovesse il nostro 
intelletto formarsi l’idea della quantità positiva o negativa isolata , 
cioè indipendentemente da qualsivoglia idea di quelle operazioni 
Infatti, una quanlitàpositiva o negativa isolata non potrà esprimere se 
non una quantità aggiunta a zero , o una quantità sottraila da 
zero.Ma si potrà dire che nel primo caso si tratta di una vera addizio- 
ne, e nel secondo caso di una vera sottrazione? No certamente, perchè 
allo zero non si può aggiungere, nè togliere alcuna quantità. Quindi, 
parlando a rigore non si può dire che esista essenzialmente la quantità 
positiva o negativa isolata; nondimeno questo concctlo-è prezioso. per- 
chè col suo mezzo si possono, come vedemmo più sopra, nell’egua- 
glianza 1U-\~N~K, paragonare le linee, o gli angoli, o le ajc, Al, 
K, N , senza aver presente la grandezza relativa di esse. Quindi se 
facendo un tal paragone si trova per esempio, K — A l — - } N, si ve- 
drà subilo che la diberenia fra À u Al può assegnarsi; e che è eguale 
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a ^ a Pf °* c ^® +_ N aggiunta a zero non è altro chela «tessa qnan» 

tità N. Ma se si trovasse M—K=—N, allora non si potrebbe dir» 
che la differenza fra M e K si può assegnare , e che è uguale a N ; 
ma si dovrà dire che quella differenza non può assegnarsi ; e che per 
conseguenza la quantità negativa —Nè l’indice di una impossibi- 
lità. Infatti , essendo K maggiore di M, è impossibile sottrarre K da 
M ; solamente si può concepire la quantità K come composta di due- 

S uantità, l’una eguale a M, l’altra eguale a TV; allora si avrà evi- 
entemcnte 

M — K-M—M—N—o- -N=—N. 

4.3. Dalle cose precedenti risulta che l’uso delle quantità negative 
non è meno vantaggioso che quello delle q uantità positive. Infatti, lai 
quantità negativa facendo conoscere l’ impossibilità del problema, fa 
conoscere nel tempo stesso le operazioni ch«! si dovrebbero elfettua- 
re sulle quantità dale , affinchè queste cessassero di esprimere una 
impossibilità. Ma ciò basta in quanto all’uso 1 delle quantità positive 
e negative ne’ dati di grandezza: parlando de’ dati disilo vedremo 
che le stesse quantità hanno un altro uso ansai importante. Intanto 
* proseguiremo a dire alcune altre cose intorno ai dati di grande- za , 
ed a quelli di rapporti. 

4-4. Quando in un triangolo è. data per ipotesi l’aja, e la base, sa- 
rà data per conseguenza l'altezza, perchè qu està si può determinare 
trovando una terza proporzionale in ordine ad essa base ed al lato 
del quadrato, che rappresenta l’aja del tria'ogolo. 

45. Un cerchio è dato di grandezza, qui indo il suo raggio è dato 
di grandezza. 

Un segmento di cerchio (fig. 4) è dato di grandezza, quando è 
dato di grandezza l’angolo iscritto EOF , e la corda EF , base del 
segment >. 

46. In quanto ai da'i di rapporto in generale, basta aver presente 
la teorica delle ragioni e proporzioni, per cavar dai rapporti dati 
per ipotesi quelli, che risultano per conseguenza. 

Si deduce poi facilmente dalla teorica accennata che un rapporto 
è dato, quando è uguale a quello di quantità date. Nelle quistioni 
geometriche si esprime ordinariamente un rapporto dato con due li- 
nee, perché vedemmo nella geometria piana o solida che il rapporto 
di due aie, o di due volumi si può sempre ridutrre a quello di due li- 
nee. Faremo ancora notare che un rapporto (licesi di eguaglianza, 
quando l’antecedente è uguale al conseguente:: si appella poi di mag- 
giore disuguaglianza, quando l'antecedente è maggiore del conse- 

S uente: e finalmente, di minore disuguaglianza , allorché Vantece- 
ente è minore del conseguente. 

Dei dati di sito. 

47. 1 punti, le linee, gli angoli, e le figure, dicono dati di silo 
quando occupalo sempre lo stesso luogo. 
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48. I punti, come dicemmo più sopra, non possono esser dati che 
di sito: ma se gli angoli sono dati di sito, saranno dati ancora di 
grandezza, perchè l’angolo consiste nella quantità più o meno gran- 
de, per cui un lato di esso angolo si allontana dall'altro, in quanto 
spetta al sito di questi medesimi lati, e non in quanto alla loro lun- 
ghezza. 

49. Un punto è dato in un piano, quando si conoscono le sue di- 
stanze a due punti dati nello stesso piano: ma vi sono due punti, che 
corrispondono a questa enunciazione*, perchè con la retta, che uni- 
sce i due punti dati, e con le distanza date si può formare un trian- 
golo tanto da una parte di quella retta congiungente, quanto dall’al- 
tra; e però i vertici di questi triangoli determinano due punti. 

50. La posizione di un punto è determinata in un piano dalla in- 
tersezione di due rette rispettivamente parallele a due altre rette date 
di sito nello stesso piano, e che s,i tagliano sotto un angolo qua- 
lunque 

Questa maniera di fissare la posizione di un punto in un piano è 
la più usitata, e la più importante, onde conviene dilucidarla com- 
piutamente. 

51. Si tirino in un piano (fig. 6) due rette indefinite xx 1 , e y\J 
che si tagliano nel punto 0 sotto un angolo qualunque; e sia M un 
punto, di cui si voglia fissare la posizione. Si conducano da questo 
punto le rette MP, e MQ, rispettivamente parallele ad Oy, ed Ox: 
e manifesto che se le rette MP, MQ, ovvero MP, OP*\ suppongano 
date di grandezza; e di più si sappia se OP si trovi a destra, o a si- 
nistra di yy', e se PM stia sopra o sotto la retta xx',si può trovare la 
posizione del punto M, comunque questo sia situato nel piano delle 
due rette y>/, xxf . 

52. In questo modo di riferire i punti a due rette date di posizio- 

ne, che si tagliano in 0, le due OP, PM, si dicono le coordinate 
del punto M. Il punto O si chiama Torcine delle coordinate: la retta 
OP considerata separatamente s’appella \' ascissa del punto M, per- 
chè consiste in una parte tagliata sulla retta indefinita Ox : la retta 
PM poi dicesi V ordinata del punto M, perchè se si faccia variare la 
lunghezza dell’ascissa OP, tutte le rette, come PM, corrispondenti 
si troveranno applicate sopra Ox ordinatamente, cioè saranno tutta 
parallele ad Oy. - „ 

53. La retta xxf dicesi asse delle ascisse, e la retta yy' asse delle 

ordinate. Ambedue si chiamano assi delle coordinale, o assi coor- 
dinati, i quali si dicono rettangolari, o ortogonali , quando si ta- 
gliano ad angoli retti: nel caso contrario paendono il nome di assi 
obliqui. — ' 

54. Quando il punto M si trova indiagli assi, su i quali si compu- 
tano le coordinate di questo punto, sono Oy, ed Ox quando poi si 
trova in M", gli assi sono Ox', ed Oy“\ e finalmente, quando si tro- 
va in 3f", glj assi sono Ox, ed Oy 1 . 

55. Un. linea retta è data di sito in un piano, quando in questo 
piano sono dati due de’suoi punti. Ciò si deduce dalle cose dette in- 
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tonto alia linea retta nelle nozioni preliminari alla geometria piana. 

56. Una linea retta è data di sito in un piano, quando è dato in 
questo piano uno de’suoi punti, e l'angolo che fa con una retta data 
ai sito. Infatti (fig. 7.) abbassando dal punto dato M una perpen- 
dicolare MP sulla retta data OP, il triangolo MOP sarà dato di spe- 
cie, perchè è dato l’angolo O per ipotesi, e per conseguenza sarà dato 
il rapporto di PM a MO. E poiché PAI è data di grandezza, sarà 
anco data la grandezza di MO- Quindi fatto centro in M e con un 
raggio eguale a MO descritto un arco di cerchio, questo taglierà la 
retta OP in un punto 0, il quale unito col punto ^/determinerà la 
posizione della retta richiesta. 

57. Un punto è dato di silo nello spazio, quando sono date le di- 
stanze di questo punto a tre piani dati di sito. 

68. Una linea è data di sito nello spazio, quando sono date di 
sito due superfìcie, su ciascuna delle quali ella debba trovarsi nel 
medesimo tempo. Quindi una linea retta sarà data di sito, quan- 
do è la comune in terse 'ione di due piani dati di sito, o di due 
superficie date di sito, che con la loro intersezione possono dare 
una linea retta. 

59. La posizione di un piano nello spazio è determinata da tre 
punti , o da due rette , che si tagliano. 

60. Un gran numero di esempi si potrebbe qui addurre , a fine di 
mostrare come dai dati di sito per ipotesi si cavano quelli per conse- 
guenza ; ma essi sarebbero di poca , o di niuna utilità, perchè una 
siffatta indagine ne’ casi particolari , che si potranno presentare , rie- 
sce facile dietro le cose finora esposte , e la conoscenza della geome- 
tria piana e solida. Epperò passeremo ad occuparci di un obbiétto 
assai più importante , qual è quello di considerare nelle grandezze 
non solo la posizione, ma anche la direzione. 

61. Nelle quistioni geometriche avviene talvolta chela soluzione 
applicata al solo caso contemplato nella figura, che si ha sott’ oc- 
chio , si applichi a tutti gli altri casi , senza particolar differenza, e 
la figura conserva la stessa forma. Così, se si propone di dividere 
una retta terminata in due parti eguali, la costruzione si adatta ad 
una linea di una certa lunghezza, per esempio, di un pollice; e la 
mente poi la trasferisce a tutti gli altri casi, perchè non considera la 
lunghezza determinata nella figura , ma ha presente la sola nozio- 
ne di una linea retta , che ha due termini, insieme con la nozione 
de’ circoli, che bisognano per la soluzione del problema , e della 
retta , che unisce le intersezioni di questi circoli. 

Ma assai più spesso accade che nell’applicare la soluione a diffe- 
rènti casi che si possono presentare, la diversa posizione de’punti, e 
delle linee, produce un cambiamento nella figura in modo che non 
si può più applicare la stessa soluzione, se si tratta di problema, o la 
stessa dimostrazione, se si tratta di teorema, ma si richiede una so- 
luzione, o una dimostrazione particolare. Un siffatto inconveniente 
avviene quando nelle quistioni geometriche si considera la sola gran- 
dezza, e si trascura di considerare la posizione, e la direzione; ma 
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se di quosle sì telila conio , allora la stessa soluzione, o la slessa 
dimostra7.ione si potrà applicare a tutt'i casi. 

62. Affinchè si vegga come nella geometria si possa tener conto 
della posizione .e della direzione, cominccremo dalla linea retta; e 
la considereremo rispetto alla direzione. Quindi ci occuperemo della 
proprietà, che ha la linea retta , di po.ter esser applicata sulla dire- 
zione di tale o di tal altra linea retta. 

63. Se sopra una linea retta MN ( lig. 8) indefinita si pren- 
da un punto A , che si consideri come fisso, le lunghezze Ac, Ac i* 
saranno situato rispetto a questo punto in direzione opposta. Or 
dico che se la prima si consideri come positiva, la seconda si do- 
vrà considerare come negativa, infatti, se si prenda un punto B 
al di là di c verso JV, sarà Ac = AB — Bc ; ma sarà poi Ad= 
Be' — AB. Da ciò si vede che per ottenere Ac 1 si deve fare una 
operazione diametralmente opposta a quella, con cui si ottiene Ac\ 
c però per le cose dette più sopra ( n° 42 ) dovrà esser Ad una 
quantità negativa. Ciò si vedrà più chiaramente, se si rifletta che 
le linee servono in generale ad esprimere le distanze a un certo 
punto considerato come fisso, ed a cui si riferiscono altre linee. 
Quindi se si volesse accrescere la lunghezza AB di un’altra lun- 
ghezza CD, che supporremo eguale a Bc, si dovrebbe applicare 
il punto D sul punto B, e la retta DC sopra BN ; ed allora si 
avrebbe una retta eguale alla somma delle due rette AB, c Bc, 
come vedemmo nella geometria piana ( n° 44). Or essendola sot- 
trazione una operazione inversa dell'addizione, la prima dev’essere 
fatta in un modo opposto a quello della seconda , cioè verso la 
parte dove le linee diminuiscono. Quindi vedemmo nel medesimo 
paragrafo 44 della geometria piana che volendosi sottrarre Cl), 
da AB, si doveva applicare il punto D in B, e la retta DC so- 
pra Bill. Dal che apparisce che quando CD si suppone minore 
di AB , il punto C si troverà in c a destra del punto fisso A • 
ma quando si suppone maggiore, si troverà in d a sinistra di A, 
Epperò , nel primo caso si avrà Ac = AB — Bc, come Tu detto 
più sopra , ma nel secondo caso risulterà Ac' = AB — Be', os- 
sia una quantità negativa. 

64. La continuità delle linee, e la proprietà, che hanno, di poter 
essere prolungate indefinitamente dall’una e dall'altra parte, permet- 
te di poter fare la sottrazione sempre allo stesso modo, o che la 
linea da sottrarsi sia minore, o che sia maggiore di quella, da cui 
debba csspr sottratta. Ciò non avviene nc’numeri, dove sempre il 
numero minore si deve sottrarre dal maggiore. 

65. Dalle cose precedenti si deduce che: quando due lunghezze 
riferite ad un punto fisso, e computate sopra una medesima linea 
hanno modi di esistenza direttamente opposti , se le uno si con- 
siderano come positive , le altre si potranno considerare come 
negative. 

6G. Questo principio s’applica ancora alle distanze computate so- 
pra linee parallele. 
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Infatti . supponiamo (fig 9) dio si voglia fissare la posiziono di duo 
punii B , o B' rispetto ad una retta <pialim(|ne Mì\\ e che la dista» ■« 
del plinto B a questa retta sia espressa da ÀT-(-Z,e quella del secondo 
da K — li ; sarà manifesto che la distanza scanbicvole de* due punti 
accennali verrà indicata da L-\-R, che è la differenza fra le due 
distanze suddette. Quindi volendo assegnare la posizione de’ due 
punti, si dovrà cominciare dal tirare a MN una parallela CD , si- 
tuala ad una distanza CM=K, sia da una parte, sia dall altra della 
retta data MN ; e poi si condurranno due altre rette AB, A'B 1 pa- 
rallele alla stessa DIN , la prima ad una distanza AC=L, e la se- 
conda ad una distanza A'C=fi. Da questa costruzione apparisce che 
il luogo geometrico di tutti’ i punti, come B, sarà la retta indefi- 
nita AB ; e che quello di luti’ i punti, come B' , sarà la linea inde- 
nnità A'B'. Inoltre sarà manifesto clic tuli’ i sedetti punti, come B, 
e li', situali all'incontro delle parallele AB, A'B 1 , e de Ila perpen- 
dicolare EF alla retta DIN, avranno fra loro la distanza richièsta 
Z.-J-// ; e che rispetto alla retta CD si troveranno in una situazione 
opposta. Or, supponendo fisso il punto C , sarà AC positiva , ed 
A'C negativa; per conseguenza III), ch’è ugnale ad AC, dovrà 
esser positiva, e B'D, clfè uguale ad A'C, dovvà esser negativa- 
67. Dalle cose precedenti si deduce che la linea, che dinota la 
distanza di un punto ad una retta data, passando da una parte al- 
l’altra di questa medesima retta . dovrà esser considerata come ne- 
gativa, se prima ora supposta positiva, e viceversa. Quindi (fig. 6) 
se si conviene di considerare l’ascissa OP come positiva, l’ascissa 
01" , clic trovasi in direzione opposta rispetto all’asso yy' , dovrà 
esser considerata come negativa: similmente, se l’ordinata PM si sup- 
pone positiva, l’ordinata PHP sarà negativa ,, perchè si trovano in 
una situazione opposta rispetto all'asse xx 1 . E poi manifesto che le 
ordinale PM, e 1“M' sono ambedue positive, perchè si trovano am- 
Ledu • situate da una medesima parte dell’asse xx! , e però le or- 
dinale l"M" , e PM" devono essere ambedue negative. Con queste 
considcrazi ni si potrà conoscere in quale de’ quattro angoli, che 
fanno Ira loro gli assi delle coordinate, si trova situato il punto M. 

Ii8. Passeremo ora a risolvere alcuni problemi, .dove ha luogo la 
considerazione delle quantità negative. 

li!). Problema. In un triangolo ABC trovare sul lato AB un pun- 
to D tale e/te la retta DE , tirata da questo punto parallelamente al 
lato AC , sia eguale ad una retta data MN ( fig, 10). 

È manifesto che questo problema sarebbe risoluto, se si determi- 
nasse la distanza AD del punto richiesto I) al punto fisso A, il che si 
ottiene facilmente per mezzo de’ triangoli simili ABC , BDE } i quali 
danno la proporzione 

- . AC: DE:: AB: BD; 

e quindi dividendo si avrà - > . 

AC : AC-DE \\ AB : AB—BD> 
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ovvero , 

AC : AC-MN v AB; AD. 

Dunque, la distanza incognita AD è uguale ad una quarta pro- 
porzionale alle tre rette date AC , AC — MN, ed AB. 

Or quando MN è minore di AC, la quarta proporzionale accen- 
nata si trova facilmente con tagliare sopra AC una parte 6’ A’ eguale 
alla retta data MN, e con tirare dal punto F la retta FD parallela 
al lato liC\ perocché, con questa costruzione si ha 

AC : AF : : AB .AD. 

Ma se la linea MN è maggiore di AC, la costruzione precedente 
sembra essere in difetto : nondimeno essa si applica anche a questo 
caso , se si tien conto della direzione delle linee. Infatti , quando MN 
è maggiore di AC, la quantità AC — MN è negativa; il che indica 
che il punto D deve trovarsi in //'sul prolungamento del lato BA; 
e p'T conseguenza la linea MN non potrà esser situata dentro il tri- 
angolo ABC. Si ottiene poi il punto D con la stessa costruzione fatta 
più sopra , cioè con portare MN sopra CA ; perchè allora il punto F 
si troverà in F*. Quindi se da questo punto si conduca una parallela 
al lato BC , si avrà il punto IV , dal quale tirando finalmente la ret- 
ta//'^' parallelamente ad AC, si vedrà facilmente che DE' è ugua- 
le a MN. 

70. La risoluzione dì questo problema semplicissimo fa vedere 
chiaramente il vantaggio che si può avere in geometria dalla consi- 
derazione delle quantità positive e negative, abbenchè esso problema 
si possa risolvere senza la considerazione accennala. Infatti, basterà 
prendere come incognita la distanza del punto D al punto B ; allora 
si avrà la proporzione 

AC : AB:: DE: DB ; 

e la quarta propor ionale, che determina il punto richiesto D, si po- 
trà sempre assegnare , qualunque siasi la grandezza di DE, o di MN. 

Ma non. accade lo stesso nel seguente problema, in cui senza là 
considerazione della quantità positive e negative, la soluzione non 
potrebbe applicarsi a tult’i casi , che si presentano. 

7 1 . Problema. Essendo date due rette parallele AB , DO , che 
vengono segale dalla terza l£F , condurre per vii punto dato P una 
velia , che incontri le tre rette date m punti M . O , N , in moda 
che la somma delle rette MN, ON , comprese fra /a prima e la te - 
za, e fra la seconda e la terza sia eguale ad una retta data (Jig. 1 1). 

Fatto centro in qualsivoglia punto K di una delle parallele , c con 
un'raggio eguale alla retta datasi descriva un orco, clic tagli l’al- 
tra parallela in un punto I, e si congiungu RI. li manifesto die 
questa costruzione si potrà fare, quando la lunghezza data è mag- 
giore, o eguale alla distanza delle due parallele; nel caso contrari» 
il problema sarà impossibile. 


Digitized by Google 



PRINCIPI! GENERALI 


Supponendo dunque che il problema possa risolversi , si conduca 
dal punto /‘una retta parallela a KI, la quale se incontra EF in un 
pnnto N, che cada fra C, e li , risolverà il problema; dappoiché la 
somma delle due rette MN , ON sarà la retta MO. che è uguale a 
KI, come facilmente si vede. Ma se /‘si trovi situato in /*, o in 
P" , vale a dire in modo che il punto iVeada fuori di Cli , e si tra- 
sporti iriiV', o in N", la soluzione precedente non si potrà più ap- 
plicare , perchè in questi due casi non sarà più la somma delle rette , 
comprese fra la prima e la terza , e fra la seconda e la terza delle 
rette date , ma la loro diflerenza, che sarà uguale a KJ. Nondimeno , 
si vedrà facilmente che la stessa soluzione si applica a tutt’i casi, se 
si tenga conto della direzione delle linee. Infatti, rispetto alla prima 
parallela AB, se le rette MN , M'N' si considerano come positive , la 
retta che giace in direzione oppostaci dovrà considerare come 

negativa. Similmente, rispetto alla seconda parallela DG , sale ret- 
te OIV, O'N" si considerano come positive , si dovrà considerare co- 
me negativa la retta O'N', che si trova in direzione opposta a quella 
delle due prime. Quindi , l’enunciazione e la soluzione del problema 
rimangono le stesse , se la retta M'O 1 , o M"0" , si considera come 
risultante dalla somma di una quantità positiva e di una quantità ne- 
gativa. 

72. Negli archi di cerchio di un medesimo raggio potendosi fare 
l’addizione, e la sottrazione, come nelle linee rette, ne consegue 
che gli archi medesimi si possono considerare come positivi e nega- 
tivi. A One di mostrare con un esempio il vantaggio , che si può ca- 
vare da una siffatta considerazione , l’applicheremo alla misura degli 
angoli. 

È noto dalla geometria piana che se due corde AE, BD( Gg. 12) 
si tagliano nel cerchio, l’angolo ACB ha per misurala semi-somma 
degli archi AB , ED , comunque si trovi situato il punto C dentro il 
cerchio. Ciò premesso, ci proponiamo di far vedere che consideran- 
do gli archi positivi e negativi, la misura accennata può estendersi a 
qualsivoglia altro angolo , che abbia il vertice sulla circonferenza, 
o fuori di questa ; ed in tal modo la misura degli angoli si troverà e- 
spressa con un solo concetto. 

73. Per comprendere chiaramente ciò che srgue, bisogna aver pre- 
sente la continuità, che si ritrova sempre ile’ differenti risultamenti 
che si deducono da una stessa costruzione geometrica. Essa consiste 
in questo,cioè che in qualsivoglia parte di una linea si possono sempre 
concepire due punti tanto vicini fra loro, quanto si voglia. Ciò pre- 
messo, si concepisca che la corda A E (fig. 12) giri intorno al punto 
A, come sopra un perno, quésta corda formerà successivamente con 
BD una serie di angoli, che andiamo ad esaminare ; ed il punto E , 
situato alla sua estremità, passerà su lutt’ i punti della circonferenza 
EDAE , vale a dire, la descriverà; e però un tal punto lo indichere- 
mo col nome di punto descrivente. Or seguendo con attenzione il 
movimento , di cui è parola , si vede primieramente che quando il 
puuto descrivente sarà giunto in D, l'arco ED si annulla, e l’an- 
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golo ADB, in cui si è trasformato I’ angolo ACB , avrà por misu- 
ra la metà dell’arco Ali. Supponendo in seguito che il punto de- 
scrivente sia arrivato in E, l’angolo risultante ACB avrà il ver- 
tice fuori della circonferenza ed avrà per misura la semiditforenza de- 
gli archi AB., ed E'D. Ma se si consideri l'arco ED come negativo, 
perchè ha una direzione opposta all’arco ED, rispetto al punto fisso 
D, si potrà dire che I’ angolo ACB ha per misura la semisomma 
degli archi AB, ed E'D. Quando il punto descrivente si troverà in 
È", dove supporremo che l’arco DE" sia eguale ad /iB , V angolo 
risultante sarà zero, perchè avrà per misura la semisomma degli ar- 
chi AB, ed E"D, la quale è nulla, essendo l’arco E"D negativo. 
Infatti, in tal caso è manifesto che le rette BD, ed A lì." sono paral- 
lele, e perciò il loro angolo è zero. Seguitando a muoversi il punto 
descrivente, e supposto che sia giunto in E'", I angolo risultante sarà 
E"'C'D. Considerando l'arco DE" conte negativo, la misura dell’an- 
golo accennato sarà ancor essa espressa dalla semisomma degli archi 
AB, DE'", ma questa stessa scmisomma è una quantità negativa, per- 
chè l’arco DE" è maggiore dell’arco AB. Una tal quantità serve ad 
indicare che il vertice dell’angolo E" CD trovasi rispetto al punto fisso 
D in una direzione opposta a quella in cui trovasi il punto C: ed in- 
fatti antbiduc Irovansi sul prolungamento di BD, ma l’uno da una 
parte, l’altro dalla parte opposta, rispetto al punto fisso D. Allorché 
il punto descrivente sarà giunto in A, la corda A E si confonderà con 
la tangente al cerchio, cioè con la retta TAC". In tal caso l'angolo 
risultante avrà per misura la semisomma degli archi AB, c DA, 
considerando questo come negativo. Seguitando a muoversi il punto 
descrivente, quando sarà giunto in E *, 1 angolo risultante ACD 
avrà per misura la semisomma degli archi BEA, c DA, considerando 
sempre l'arco DA come negativo. Quando poi il punto descrivente 
sarà arrivato in B, allora l’angolo risultante ABD avrà per misura 
la metà dell’arco DA. Finalmente, quando lo stesso punto sarà giun- 
to in E 3 , allora l'arco BE 5 sarà positivo, perchè rispetto al punto 
fisso B si trova avere una direzione opposta a quella AeW'arcoDAB. 
Quindi l’angolo ACD avrà per misura la semi somma degli archi 
BE 5 e DA, e questi archi saranno allora considerati come positivi 
ambidue, perchè siamo tornati dove eravamo partili, vale a dire al 
caso in cui le due corde si tagliano in modo che il loro plinto d’inter- 
sezione cade dentro al cerchio; e però essendo tornati nella regione 
delle quantità positive , cessa qualunque considerazione di quantità 
negative. 

74. Il concetto delle quantità positive e negative non ha luogo so- 
lamente nelle linee, ma si estende alle superficie ed ai solidi. 

75. Se le rette OP, OQ ( fig. 6 ) si considerino come positive, e 
come positivo il rettangolo OPMQ da esse compreso, e si muti OP, 
in 01", ossia divenga OP negativa, il rettangolo 01" M‘Q diverrà 
negativo, perché rispetto alla retta OQ si trova avere una direzione 
opposta a quella del rettangolo OPMQ: e però si può lare su que- 
sti due rettangoli lo stesso ragionamento , che più sopra facemmo 
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per provare che rispetto al punto 0 le due rette OP, ed OP 1 po- 
tevano esser considerale l’una come positiva, 1’ altra come nega- 
tiva. Ma se anche OQ muti direzione e divenga OQ 1 , ossia diven- 
ga negativa, allora il rettangolo OPM"Q' si dovrà considerare co- 
me positivo, perchè occupa una situazione Opposta rispetto al ret- 
tangolo OPM'Q, c non già rispetto al rettangolo OPMQ. Infatti, 
come abbiam detto, la situazione opposta di due rettangoli si con- 
sidera rispetto ad una linea, e non già rispetto ad un punto. Quindi 
i due rettangoli OPMQ, OP'IW'Q 1 non si possono considerare l’uno 
come positivo e l'altro come negativo, perchè non avendo di co- 
mune che il punto 0, si- trovano situati in direzione opposta ri- 
spetto ad un punto, c non rispetto ad una linea; onde non si può 
applicare ad essi il ragionamento, con cui si dimostra che le li- 
nee OP, ed OP 1 sono l’una positiva , e 1 altra negativa. Or se il 
rettangolo OP 1 M"Q‘ è positivo , si comprenderà facilmente che il 
rettangolo OPM"'Q l deve considerarsi come negativo. 

76. Si sa dalla geometria piana che l’aja di un rettangolo ha 
per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. Se dunque 
si supponga che OP (Cg. 6 ) sia eguale ad OP 1 , ed OQ ad OQ 1 , 
il prodotto delle linee OP, OQ sarà la misura dell aja di uno qua- 
lunque de’quattro rettangoli formali intorno al punto O. Ma se OP, 
od OQ si considera come positiva o negativa, in tal caso non si 
considererà solamente la grandezza di ciascuna delle due linee, 
ma ancora i segni -j-, e — , che accompagnano una sidalta gran 
dezza, vale a dire si considerano le direzioni di quelle due linee 
in unione della loro grandezza rispettiva. Quindi il prodotto, che 
si avrà , non dovrà esprimere soltanto la grandezza di ciascuno 
de’rettangoli sopraddetti, ma ancora la loro situazione. Sicché quando 
OP, ed OQ sono ambedue positive, il loro prodotto esprimerà il 
rettangolo positivo OPMQ: quando poi OP sarà negativa, ed OQ 
positiva, il loro prodotto darà il rettangolo negativo OP'M'Q : in 
seguito considerando le due linee come negative ambedue, il loro 
prodotto indicherà il rettangolo positivo OPM"Q l : e finalmente il 
prodotto di OP positiva, c di OQ negativa dinoterà il rettangolo 
negativo OPM'"Q l ‘ 

Da ciò segue che quando le due linee OP, OQ sono precedute 
dagli stessi segni, cioè sono ambedue positive, o ambedue negative, 
il loro prodotto, ovvero il rettangolo, che nc risulta, sarà positi- 
vo, e che quando sono precedute da segni diversi, cioè l’un a è 
positiva, e l’altra negativa, allora il prodotto, o rettangolo risul- 
tante si dovrà considerare come negativo. 

77. Dalle cose precedenti risulta che se i rettangoli sopraddetti si 
trasformano in quadrati, il quadralo di qualsivoglia retta, sia posi- 
tiva come OP, sia negativa, come OP, è sempre positivo. Donde 
poi si deduce che qualsivoglia quadralo può sempre avere due lati, 
uno positivo, e l'altro negativo; e p:'r conseguenza quando per la so- 
luzione di un problema si richiede che si ritrovi il lato di un dato 
quadrato, questo stesso lato si potrà adoperare nell' una c nell’altra 
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direzione, cioè come positivo, c come negativo. Ma se per la solu- 
zione di un problema si dovesse trovare il lato di un quadrato nega- 
tivo, ciò sarebbe impossibile, perchè un tal lato dovrebb' essere o po- 
sitivo, o negativo, e nell’uno, e nell'altro caso, il quadrato fatto so- 
pra siffatto lato sarebbe sempre positivo, come già abbiam detto. E 
poiché il quadrato ha per misura il prodotto, che si ottiene con mol- 
tiplicare per se stesso il numero delle unità lineari contenute nel lato 
di esso quadrato, così si dice che la radice quadrata di un numero 
negativo non si può assegnare; ed una siffatta radice si chiama radice 
immaginaria , o pure quantità immaginaria. 

78. L’impossibilità di assegnare il lato di un quadralo negativo 
apparisce manifesta dalle cose precedenti; nondimeno si potrà vede- 
re più chiaramente ancora osservando che se il quadrato OPM'Q 
si consideri solamente rispetto alla sua grandezza, il suo lato è sicu- 
ramente OP 1 , o pure OQ: ma se si consideri come un quadrato nega- 
tivo, allora si deve ancora aver riguardo alla direzione de’suoi lati OQ, 
cd OP, i quali essendo l’uno positivo, e l’altro negativo, ne segue che 
il quadrato OPAFQ non si potrà considerare nè coinè il quadrato 
della retta positiva OQ, nè come quello della retta negativa OP 1 . 
Infatti, nel primo caso si confonderebbe col quadralo OPMQ, e nel 
secondo col quadrato OPM"Q . Quindi allorché si fa uso delle quan- 
tità positive e negative, la condizione essenziale del quadrato è che la 
sua base e la sua altezza non solo devono essere identiche in quanto 
alla loro grandezza, ma anche in quanto ai segni, dai quali si con- 
siderano precedute; cioè devono essere ambedue non solo eguali, ma 
tutte due negative, o tutte due positive. 

' 79. I.a considerazione delle quantità negative conduce dunque a 
quella delle quantità immaginarie; e questo concetto non è meno 
prezioso del primo. Noi vedremo in appresso che per mezzo di un 
siffatto concetto si arriva a risultameli importanti; per ora ci limi- 
teremo a farne vedere l’uso in un problema semplicissimo , che è 
stato risoluto nella geometria piana. 

80. Problema. Trovare fra due rette date la inedia proporzio- 
nale (fig. 2) 

li manifesto che il quadrato della media richiesta dev’esser eguale 
al rettangolo delle due rette date; e per conseguenza il problema 
proposto deve ammettere due soluzioni; ed i due lati di quel qua- 
drato si dovranno trovare con una medesima costruzione. Infatti 
sopra una medesima linea retta si prenda una parte AP eguale ad 
una delle rette date , e PB aguale all'altra ; poi sopra AB come 
diametro si descriva un cerchio, c dal punto P s innalzi sul dia- 
metro medesimo una perpendicolare, che incontra la circonferen- 
za ne punti M e AP. È chiaro che la media richiesta sarà PM, 
o PAI', cioè una retta positiva, o una retta negativa. Finché il punto 
P si trova fra A e B, la soluzione precedente cammina regolar- 
mente, c si hanno sempre le due medie accennate. Ma se si sup- 
ponga che il punto P si sia trasferito in 7", allora la linea PÌf 
diverrà negativa, perchè rispetto al punto fisso B avrà una dire- 
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zione opposta a quella della linea PB; e per conseguenza il ret- 
tangolo di AP in P'B sarà negativo, e tale ancora sarà il quadrato 
equivalente a questo rettangolo. Ma il lato di un quadrato nega- 
tivo è una quantità immaginaria, dunque è impossibile trovare con 
la costruzione falla più sopra la media proporzionale fra le rette 
AP 1 , e P'B-, ed infatti la perpendicolare innalzata dal punto P sopra 
AP' non può mai incontrare la circonferenza del cerchio. 

81 . La considerazione delle quantità positive e negative Ita luogo 
non solamente nelle linee, e nelle superficie, ma anche nei solidi. 
Cosi, se una delle tre rette, che rappresentano le dimensioni di 
un parallelepipedo rettangolo, inula direzione, allora questo solido, 
da positivo diviene negativo; e se si concepisca come immobile il 
piano, che vicn determinato da due di quelle rette; e che quella, 
che mula direzione, sia l’altezza del parallelepipedo, in tal caso que- 
sto solido sarà situato dall’ altra parte del piano accennalo. Quindi 
la situazione relativa di quelli due solidi si considera rispetto a quel 
piano comune, come abbiara veduto che la situazione di due linee 
si doveva considerare rispetto ad un punto comune, e quella di due 
superficie rispetto ad una linea comune. E facile poi il vedere che se 
due di quelle dimensioni mutano direzione, il solido acquisterà di 
nuovo un valore positivo; c che se tutte tre le dimensioni mutano 
direzione, il solido diverrà negativo. 

82. Le cose fin qui esposte intorno ai dati bastano per compren- 
dere ciò che dovremo esporre in appresso. Solamente si deve avver- 
tire che dati di genere diverso si possono combinare tra loro: così, 
una linea retta può esser data nello stesso tempo di sito e di grandez- 
za; e similmente un cerchio può esser dato di sito e di grandezza, 
quando sarà data la posizione del suo centro, e la lunghezza del 
suo raggio. Un triangolo sarà dato di specie e di grandezza, quando 
sono dati di grandezza due lati e l’angolo compreso, o due angoli ed 
un lato, o finalmente i tre lati. Tutto ciò si deduce facilmente dalla 
teorica dell’ eguaglianza de'triangoli. Finalmente si comprenderà su- 
bito cosa si debba intendere , quando si dice che una figura è data 
di specie e di sito, onde non occorre dare altre spiegazioni intorno 
alla combinazione de’ dati di diverso genere. 

CAPITOLO IH. 

Relazioni fra le distanze di più punti situati sopra 
una medesima linea retta. 

83. Se sopra una retta sono dati tre punti A, B, C (fig. 13), può 
avvenire che il punto B cada fra i punti A e C, o fuori di questi 
punti in B'. Nel primo caso sarà AC la somma delle distanze AB, 
JIC del punto B ai punti A e C; nel secondo caso la stessa AC sarà 
la differenza delle distanze del punto B' agli stessi punti A e C: e 
vedemmo nella geometria piana che nel primo caso il quadrato di 
AC è uguale ai quadrati di AB, e di BC, più il doppio rettangolo di 
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AB in BC- c che nel secondo il quadrato di AC è uguale ai qua- 
drati di Ali', e di B'C, meno il doppio rettangolo di AB' in 1ÌC. 

Queste due proposizioni non sono che due casi di un medesimo 
teorema, ed il secondo deriva spontaneamente dal primo, se si con- 
sideri BC come positiva, e B'C come negativa. Infatti, rispetto al 
punto fisso C , la linea B'C ha una direzione opposta a quella di BC, 
e però nel primo caso il rettangolo di AB in BC si può considerare 
come positivo, e nel secondo al contrario il rettangolo di AB' in 
B'C si dovrà considerare come negativo. 

84. Quando i punti sono quattro A , B, C, D (fig. 14 ), ed il punto 
B si supponga essere il punto di mezzo di AC, sarà AD la somma 
delle rette BD, AB, e sarà poi CD la differenza delle stesse rette. 
Quindi il rettangolo di AD in CD sarà eguale alla differenza de’qua- 
drati delle rette BD, AB, siccome fu dimostrato nella geometria 
piana. 

Quando il punto B si trovasse essere il punto di mezzo di AD, la 
relazione precedente resterebbe la stessa; poiché allora AC sarà la 
somma delle rette AB, BC, e CD la loro differenza ; e sarà il ret- 
tangolo di AC ■ in CD eguale alla differenza de’ quadrati di AB, c 
di BC. 

Or nel paragrafo precedente abbiam trovalo due proposizioni, eliti 
sono due casi di un solo teorema; c nondimeno non si possono espri- 
mere con una sola enunciazione. In questo al contrario troviamo 
due proposizioni, che sono pure due casi di un solo teorema; e si 
possono esprimere con una sola enunciazione. Ciò nasce dal perché 
essendo il quadrato di sua natura positivo, la differenza di due qua- 
drati esempre da considerarsi come la differenza di due quantità po- 
sitive; e però non può mai cambiarsi in somma. Quindi se una rela- 
zione ammette soli quadrali, e non rettangoli, 1’ enunciazione rima- 
ne la stessa per tult'i casi, che si possono presentare. Infatti, abbiala 
dimostrato nella geometria piana che se si divida la base di un trian- 
golo in due parti eguali, la somma de’quadrati degli altri due lati é 
uguale al doppio auadrato della retta che congiungc il vertice del 
triangolo col punto' di mezzo della base, più il doppio quadralo della 
scmibasc ; c questa enunciazione resta la stessa ne’ due casi, che si 
possono presentare, cioè quando la perpendicolare abbassata dal ver- 
tice sulla base cade dentro, e quando cade fuori del triangolo. 

85. Supponiamo ora che" sopra una retta vi siano quattro punti 
fissi A, B, C, D( fig. 15, 16 e 1 7), ed un quinto punto A', che mi - 
li posizione. Supponiamo inoltre che i quattro punti accennali sii - 
no situati in modo che l’intervallo AB dc’due primi sia eguale all'in- 
tervallo CD dc’due secondi. E manifesto che il punto E potrà cadere 
o sul prolungamento di AD, (fig. 15), o neU’intervallo 671, ( tig.10), 
o finalmente ueU’inlcrvallo BC, (fig. 17). 

Ne’due primi casi, se l’intcrvalio BC si annulli, ossia se i punti 
B, c C coincidano in un solo, allora si ricade ne' due casi considerati 
nel paragrafo precedente, in guisa che il teorema dimostrato nella 
geometria piana intorno al rettangolo fatto sulla somma c sulla dif- 


. 1)0 PRINCIPI! generali 

JF-cron/a jtl i due rette , non è che un case particolare di quello che 
segno. , .* 

86 . Teorema. Se sopra mia retta si prendano quattro punti 
A, B, C, D, in modo ctie sia AB=CD . il' rettangolo delle disian- 
ze BE, CE de' punti medii B e C ad un quinto punto E, comunque 
situato sulla stessa retta , è ugnale alla somma di due rettangoli , 
Timo contenuto dalle distanze de' punti estremi A e D alto stessa 
punto E, l'altro dalle distanze degli stessi punti estremi ad uno de' 
punti medii (fig. 15, 16 e 17). 

Infatti , si divida BC in due parti eguali nel punto F, e srsup- 
ponga che il punto E si trovi in primo luogo sul prolungamento di 
■U) (fig. 15). Essendo HE la somma dèlie due rette FE, FC, e CE 
Li loro deferenza, sarà il rettangolo BEx.CE , più il quadrato di CF 
eguale al quadrato di FE. Ma il quadralo di FE è uguale al rettan- 
golo AExED, più il quadrato di DE, perchè AEi la somma delle 
due celle FE, DF, ed ED la differenza delle stesse rette ; dunque 
sarà il rettangolo BE~X.EC, più il quadrato di CF, eguale al ret- 
tangolo AExEJ), più il quadrato di DF. Or essendo il quadrato 
di DE eguale al rettangolo BDxDC, ovvero CAXjCD, più il qua- 
drato di CF, perchè BD c la somma delle due retto DF, CF, e l)C 
la differenza delle stesse rette, ne seguo' che il rettangolo BEX.EC, 
più il quadrato di CF, è uguale al rettangolo JExED, più il ret- 
tangolo ACXCD, più il quadrato di CF. Quindi se si tolga il comu- 
ne quadrato di CF, resterà in fine. 

BExEC=AExED-{-ACxCD. 

87. Quando il punto E (fig. 16) si trova fra Ce D, il teorema re- 
sta lo stesso, solamente si dovrà considerare come negativo il ret- 
tangolo AExED. Infatti, in questo secondo caso la linea DE ha 
una direzione opposta a quella che aveva nel primo caso; c però DE 
diviene una quantità negativa, e tale pure si dovrà considerare il ret- 
tangolo AExED. Sicché in questo secondo caso la relazione tro- 
vata più sopra diverrà. 

BEx E C—ACx CD — AErxED. 

88. Finalmente, se il punto E (fig. 17) si trovasse fra Be C, non 
•solo la linea ED è negativa, ma auclie la linea CE, perchè questa 

ha mutata la direzione che aveva ne’due casi precedenti rispetto al 
punto iièso C; per conseguenza non solo il rettangolo AExED k 
da considerarsi come negativo, ma ancora il rettangolo BEX.EC ; 
e perciò la relazione trovata (n“ 86) diverrà. 

—BExEC——AExED-\rACxCD. 

E ricorrendo al principio stabilitola 0 40) si potrà scrivere questa 
relazione nel modo seguente, senza die resti alterata:. 

BExEC=AExED— ACxCD. 

89. Il secondo, ed il terzo caso del tcorcma.più sopra dimostrato 
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si potevauo dimostrare diretlaincntc, come si è fallo peF-primo, ma 
la considerazione delle quantità positive c negative riduce lutto ad 
una sola dimostrazione, ed a una sola enunciazione i tre casi dea 
ijuati è parola, e così la scienza diviene generale, e si ritiene facil- 
mente (i)- 

110'. Nelle relazioni, che abbiamo esaminate, niuna si è presentala 
sotto forma di rapporto. Resta dunque a considerare un tal caso. 

Quando sopra una linea retta sono dati tre punti A, B. C , ( fig. 
13 ) può accadere che il punto B si ritrovi situato in modo'che sin 
dato il rapporto delle distanze AB , BC. Infatti, basta dividere la 
distanza AC nel rapporto dato per avere la situazione del punto li 
Può avvenire ancora che si abbia 

AC: AB . : AB : BC, 

cd allora si avrà la divisione della retta AC in estrema c inedia ra- 
gione. Questo problema è stalo risoluto nella geometria piana; ma 
qui convien ritornare sulla quella soluzione, a fine di applicare ad 
essa i priucipii generali, che abbiamo stabiliti nel capitolo prece- 
dente. 

91. Problema. Dividere una retta data OA in estrema e media 
ragione ( fìg 18 ).. 

Al punto A s'innalzi la perpendicolare AC eguale alla metà della 
retta data OA : poi fatto centro in C, e con un raggio eguale a CA si 
descriva un cerchio, e si unisca il punto 0 col centro C, e si pro- 
lunghi OC finché incontri la circonferenza in E. Finalmente, fatto 
centro in O, c con un raggio eguale avi OD si descriva l’arco VX: 
la retta OA sarà divisa nel punto X in estrema e media ragione, 
secondocliè fu dimostralo nella geometria piana. 

92. llillcllendo con attenzione su questa soluzione, si vede subito 
che la retta OE è data di grandezza, perchè è la somma delle due 


(t) Il teorema qui sopra dimostrato c di grande importanza nella teorica 
de'l’ipcrbolc. Esso trovasi nelle Collezioni Matematiche di' Pappo Alessan- 
drino, da cui l’abbiam tratto: ma questo geometra è obbligato di dimostrare 
a I uno ad uno i tre casi, che presenta it teorema accennato, e di esporle 
ogni caso con una enunciazione particolare, precisamente come fa Euclide 
nel secondo libro de’ suoi clementi. Citi ànljelii-gcoinctri consideravano la 
grandezza in modo assòluto, c non tenevano ab un conto della posizione e 
della direzione; per conseguenza ad ogni cambiamento deposizione e di di- 
rezione conveniva applicare una dimostrazione particolare. Quindi la geo- 
metria antica è difettosa, perché manca della considerazione del sito. Ciò 
non si deve intendere in senso assoluto, nvu solamente ebe gli antichi geo- 
nielri non avevano potuto introdurre in geometria quella idea generale di 
silo, ebe ora trovasi introdotta nella geometria moderna, mercè 1 i consi- 
derazione delle quantità positivo c negative. Nell'antico gì unici ria si teneva 
conto del sistema di punii, o di lince, clic entravano in uua figura, senza re- 
lazione a quello precedente: nella geometria moderila al contrario si tien 
conio di quel sistema in tull’i cambiamenti, clic subisce In ciò è riposta 
prupi ùngente Ut differenza Ira la geometria degli antichi, c quella de’ mo- 
derni. 
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retto OC, CE, lo quali sono date di grandezza.- Inoltre si vede ehe 
la retta accennata è divisa nel punto il in estrema o media ragione, 
perchè essendo OA=DE,-$iha 

OS . DE: t DE : OD. 

Or portando per mezzo dell’arco DX il segmento OD s pra OA 
noi) si fa altro clic dividere OA nello stesso modo, in cui OE è stata 
divisa dalla circonferenza del cerchio descritto col raggio CA, dun- 
que riesce naturale il pensare che l'applicazione di OE sul prolun- 
gamento di OA deve risolvere un altro problema, in cui OE dóve 
■ essere come OD una inedia proporzionale, ossia deve risolvere un 
problema connesso talmente col primo che quando l’uno si risolve, 
1’ altro rimane ancora risoluto. Ma da qual parte si dovrà applicare 
OE sul prolungamento di OA1 E manifesto che se questa applica- 
zione si faccia a destra del punto O, in modo, che sia OEs=.OE, 
non potrà mai sussistere fra le distanze de’punti 0, X, A, E', una 
relazione tale che sia OE‘ media proporzionale fra due di quelle di- 
stanze. Quindi bisogna applicare OEa sinistra del punto Ó, descri- 
vendo col centro 0, e col raggio OE un arco OX' . Allora la linea 
OX' rispetto al punto fisso O avrà una direzione opposta a quella 
di OX, c però sarà una quantità negativa. E siccome il primo pro- 
blema proposto si -riduce a trovare sopra la retta OA un punto X 
tale che la sua distanza al punto 0 sia inedia proporzionale fra -la 
sua distanza al punte A, è la retta data OA, cosi il secondo proble- 
ma si dovrà ridurre a trovare sul prolungamento di OA impunto 
X' tale clic la sua distanza al punto 0 sia media proporzionale fra 
la sua distanza al punto A, e la retta data OA. Infatti, si aveva 

OE: OA:: OA.OD, 

ovvero 

OE . OA ; : OA : OE — OA, 

e però componendo si avrà ’ 

OE-t-OA. OE:: OE: OA. 

Ma OE-*-OA=AX', ed OE=OX', 

dunque sarà 

AX‘ : OX' ; ; ÒX' : OA. ' ' 

Dalle cose precedenti poi risulta che i dite problemi, de’qnali'è 
parola, non sono che due casi particolari di un medesimo proble- 
ma", ehe si può enunciare nel seguente modo: 

Trovare sulla retta indefinita, che passa per due plinti dati O 
rd A, impunto tale che la sua' distanza al primo di questi punti 
sia media proporzionale fra la sua distanza al secondo , e la ret- 
ta OA. 


Digitized by Google 



DI GEOMETRIA 


53 


CAPITOLO IV- 

Della divisione armonica della linea reità. 


93. Le relazioni esposte nel capitolo precedente riguardano in so- 
stanza la divisione dellalinea retta. Or fra i diversi modi, ne qua I 
si può concepire divisa una linea retta, merita di essere spenta raen e 
considerato quello della divisione armonica, perche da luogo a re- 
lazioni importanti, delle quali dovremo far uso in appresso. - 

94. Se quattro punti A, B, C, D, (Gg. 1 4) sono situati sopra ima 
retta AD, in modo che le distanze AB, BC di due di questi punti// 
c C al terzo B siano proporzionali alle distanze AD, , C 1) de due me- 
desimi punti A e Cai rimanente punto D, vale a dire che si a bia 


la proporzione. 


AB : BC : : AD : DC, 


allora si dice che la retta AD è divisa armonicamente, o in propor- 
zione armonica dai quattro punti A, B, C, D. , , 

93. 1 quattro medesimi punti si dicono punti della divisione ar- 
monica, o semplicemente punti armonici . 

96. 1 due punti A e Csi chiamano conjugati 1 uno all altro ri- 
spetto ai due altri punti B e D, che similmente s’appellano conjugati 

rispetto ai primi ( l ). - . ... 

97. Di due punti coniugati, l’uno è sempre situato fra ì due rima- 
nenti, c l’altro sul prolungamento della linea, che separa questi due 
medesimi punti. 

98. Uno de’ due segmenti estremi AB, o CDb sempre maggiore 
del medio BC, come si deduce facilmente dalla proporzione 


AB : BC ; ; AD : DC , 

nella quale essendo AD maggiore di DC, dovrà essere ancora AB 
maggiore di BC\ ed essendo AB minore di AD, anche Z/C dev es- 
ser minore di DC. 

99. Gli antichi geometri greci consideravano la proporzione ar- 
monica sotto un altro punto di vista. Essi riguardavano le distanze 
del punto D ai punti A, B, C, ed ecco perchè la distanza del punto 
D al punto B , intermedio fra i punti A c C, veniva da essi chia- 
mata la media armonica fra le due altre AD e DC, e però delle Ire 
grandezze AD, DB. e DC, la prima sarà la massima, la seconda la 

mediale la terza la minima. Quindi definirono la proporziono ar- 
monica nel modo seguente: 

Tre grandezze sono in proporzione armonica, (piando la massi- 
ma Jra esse sta alla minima, come l'eccesso della massima sulla me- 
dia, alt eccesso di questa sulla minima. 


S Questa denomina/ ione è derivata dalla parola latini jogum , elio si- 
___ ca giogo, perché i punti A c C, o li c D sono sottoposti ad una medesi- 
ma legge rispetto ai due altri. 
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100. Stando a questo modo di vedercela retta AD sarà divisa ar- 
monicamente, quando si avrà 

AD : DC: : AD — BD: BD—DC , 

ovvero 

AD: DC\ ’.AB: BC, 

il che si riduce in sostanza alla definizione data- più sopra. 

101. Il vantaggio che risulta da questa maniera di considerare la 
proporzione armonica, consiste pel conoscere subito se tre numeri 
dati sono'in proporzione armònica. Infatti , si vede che i numeri 6, 
3, e 2 sono in proporzione armonica, perchè 

6 : 2 :: 6— 3 : 3— 2, 

ovvero -• • • 

6:2 :: 3: 1. 

102. Dalla proporzione 

• V . AB: BC: :AD: DC, 

si deduce che se il punto D si trovi alllnfinito, il suo conjugato B si 
troverà nel punto ai mezzo dell’ intervallo , che separa gli altri due 
punti conjugati A c C. Infatti trovandosi il punto /dall’infinito, cioè 
ad una distanza dal punto A maggiore di qualsivoglia distanza data, 
si possono considerare come eguali le rette AD, DC\ e però in tal 
caso saranno ancor eguali fra loro le rette AB, BC. Questo concici- . 
to non è chiaro sicuramente, perchè per concepire il sito del punto 
D bisogna che la mente concepisca che l’ unità di lunghezza si sia 
portata sopra AD un numero infinito di vòlte, nondimeno, quando il 
punto D si concepisca trovarsi all’infinito, divenendo le distanze////, 
CD ambedue infinite, non è difficile dedurne che fra esse non può 
esistere alcuna differenza ; e che perciò devono essererc eguali fra 
loro. 

103. Dalle cose precedenti segue chela divisione della linea retta 
in due parti eguali non è che un caso particolarissimo della divisione 
armonica di una linea retta. 

104. Viceversa, se il punto B si supponga situalo in mezzo dol- 

r intervallo AC , qualunque punto D , che si prende sul prolunga- 
mento di AC , non sarà mai il conjugato del punto B\ e per con- 
seguenza i quattro punti A, B, C, D, cesseranno di essere armonici. 
E poi manifesto che in tal caso si ritorua.a quelle relazioni, che ab- 
biamo dimostrate nella geometria piaua , e delle quali .abbiamo par- 
latone! capitolo preeedenle. ...... 

105. Ma se invece di mettere il punto B nel punto di mezzo dcl- 
l’ intervallo AC, che separa i due punti conjugati A c C. si lasci al 
suo posto, c si consideri il punto di mezzo di AC in unione de" quat- 
tro punti armonici A, B. C, D, allora nasceranno relazioni impor- 
tantissime , delle quali, dovremo far. uso in appresso, o che sono 
comprese ne’ due seguenti teoremi. 

106. Teorema-' Se F intervallo AC di due jnmtì coniugali si di- 
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rida in due parli eguali in R, la metà RC di quell'intervallo sarà 
media proporzionale geometrica fra le distanze del medesimo pun- 
to R ai due altri punti coniugatili c D ( fìg . 19). 

Si prenda Rb—RB, e Rd=RD, sarà Ab=CB, cd Ad=CD ; e 
per conseguenza sarà Db la differenza, cd AC la somma dello due 
rette AB, BC; e sarà poi AC la differenza, c Dd la somma delle due 
retto AD , J OC. Or essendo AD divisa armonicamente ne' punti A , 
B, C, D, si ha 

AB: BC: : AD: CD ; 

ovvero - ' 

AB: AD\ ; BC : CD , 

Ma in ogni proporzione la differenza degli antecedenti sta alla 
differenza de’ conseguenti corno la somma degli stessi antecedenti 
alla somma de* conseguenti , (o come un antecedente al suo consc- 
guente), dnnquc sarà 

Bb: AC\ \AC: Dd ; (o come BC sta a CD): 

c prendendo la metà di ciascun termine di questa proporzione , ri- 
sulterà 

BB : RC ; ‘RC: RD, (o come BC sta a CD), 

che era quello, che si doveva dimostrare. 

107. Viceversa, se RB, RC, RD, sono in proporzione geometrica 
continua, e si prende RA=RC, i quattro punti A, B, C, D, saran- 
no armonici. Ciò si deduco dalla dimostrazione precedente fatta in- 
versamente. 

108. Teorema. Se quattro punti A, B, C, D, sono armonici , e 
si divida in due parti eguali la distanza AC di due punti conjugati 
A e C, saranno in proporzione geometrica le quattro distanze Da, 
DR, DB, DC, computale dal punloDai punti A, R, B, C, (fig. 19). 

Infatti si è dimostrato (n° 106) che 

RB: RC‘. ‘.RC: RD, 

e che (n° 106) la ragiono di R C a RD è uguale a quella di BC a 
CD, ossia che 

RC: RD ; \BC: CD: ed invertendo sarà 
RD: RC : ; CD: BC, 

ovvero s ; 

RD: RA\ ; CD: BC ; e componendo risulta 
RD-\-RA:RD\ ; CD+BC: CD. 

Ma RDi-RA==AE, e CD-\-RC=BD, dunque in fine sarà 
DA : DR\.DB:DC, A 
die è quello, che si doveva dimostrare. 

IvO. Si vedrà facilmente che se in luogo del punto C si metta il 
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suo conjtigalo B, le distanze di questo punto ai quattro punti A, R, 
D, C, saranno in proporzione geometrica, vale a dire si. avrà. 

RA-.BRv.BD-. BC. 

1 10. La proporzione armonica gode di un gran numero di pro- 
prietà importanti, ma bastano i due teoremi precedenti per dimostra- 
re quello che dovremo dire in appresso intorno alle proprietà delle 
curve coniche. 

CAPITOLO V. 

De' quesiti. 

111. Vedemmo ( n° 19 ) che ogni quistionc di geometria può 
mettersi sotto la forma di problema, e che in ogni problema vi de- 
vono essere i dati ed i quesiti. 1 dati come già fu detto, sono le quan- 
tità cognite dall’ enunciazione del problema, o che si possono dedur- 
re per mezzo di operazioni conosciute ; e intorno ad essi ci siamo 
occupali abbastanza. Dobbiamo occuparci ora de' quesiti, ossia delle 
quantità incognite, che il problema propone a determinare. Or fra 
i dati ed i quesiti d' un problema qualunque devono esistere delle 
relazioni, allineile le condizioni imposte da quel problema siano sod- 
disfatte. Quindi dovrommo parlare di quelle relazioni , e di quelle' 
condizioni; ma qui ci limiteremo a queste sole, rimettendo Tesarne 

' «Ielle relazioni ad altro capitolo. 

1 12. È manifesto che in un problema la quantità incognita non si 
può determinare senza la conoscenza di alcune condizioni. Or può 
accadere che oltre le condizioni necessarie alla risoluzione di un 
problema, se ne aggiungano altre totalmente superflue, c che si 
devono espellere, se si voglia risolvere il problema . Può ancora 
accadere che non si abbiano tutte le condizioni nèccssarie alla ri- 
soluzione dal problema. Sicché, vi sono tre generi di problemi: al- 
cuni sono determinali, cioè quelli che contengono tutte le condizio- 
ni necessarie per la loro soluzione, altri sono indeterminati, e sono 
quelli, né quali non vi sono tutte le condizioni richieste per la loro' 
soluzione, altri finalmente sono più che determinati, e sono quelli 
che conlcugouo più condizioni che non si richiedono per la loro so- 
luzione. 

113. A fine di distinguere a quale di questi tre generi appar- 
tiene un problema projiosto, bisogna esaminare il numero de’dati, 
ed il numero de'quesiti. Se il numero de’ dati è uguale al numero 
de’qucsiti, allora il problema sarà determinato; se i dati sono in nu- 
mero minore di quello de’ quesiti, il problema sarà indeterminato, 
e Lilialmente sarà più che determinato, quando ilnumero de'quesiti 
è minore di quello dc’dali. 

111. Per illustrare le cose precedenti prenderemo ad esempio 
un problema., che c stato già risoluto nella geometria piana. 

1 15. Problema. Descrivere un rettangolo, che sia equivalente ad 
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un quadrato dato, e tale che la somma di due lati adiacenti sia 
eguale ad una retta data. 

Questo problema è determinato, perchè i dati sono due, cioè il 
quadrato e la retta data, c due sono i quesiti, cioè i due lati adia- 
centi del rettangolo richiesto. , 

116. Ma se dallo stesso problema si tolga una condizione, per 
esempio, che la somma de’lali adiacenti del rettangolo dev’essere e- 
guale ad una retta data, e si cerchi solamente il rettangolo, che 
sia equivalente ad un quadrato dato, allora il problema sarà inde- 
terminato, perchè il dato è uno, ina i quesiti sono due; e però si 
possono formare inGniti rettangoli equivalenti al quadrato dato. 

117. Finalmente se allo stesso problema, oltre a quelle due con- 
dizioni, si aggiunga ancora una terza, per esempio, che i lati del 
rettangolo ricliiesto debbono stare fra loro in una data ragione; 
allora il problema sarà più che determinato, perchè in esso i dati 
sono tre, ma i quesiti sono due. 

118. I problemi determinati sono cosi chiamati, perchè danno una 
soluzione, o un immero determinato di soluzioni. Un gran numero 
di esempii di problemi determinati si possono cavare dalla semplice 
geometria piana; cosi, il problema in cni si propone di tirare per 
un punto dato una retta parallela ad una retta data, è un problema 
determinato; perchè dà una sola soluzione. Similmente, è determi- 
nato il problema, in cui si propone di condurre da un punto dato 
una tangente ad un cerchio dato, perchè ad esso corrispondono duo 
soluzioni. Talee ancora il problema, in cui si cerca di descriverò 
un cerchio chè tocchi tre rette, che si tagliano a due a due, perchè 
ad esso si può soddisfare in quattro modi diversi. 

Infatti, siano (fig. 20) le tre rette I)N, EM, FR, che si tagliano 
a due due. Per la geometria piana si sa descrivere un cerchio tan- 
gente ai tre lati AB, BC , AC. Or se si divida l’angolo MAC in 
due parti eguali, e l'angolo MCA pure in due parli eguali, è chiara 
che le rette, che dividono questi angoli, s’ incontreranno in un 
punto situato nello spazio MACH', c che le perpendicolari abbassalo 
da questo punto sulle rette AM, AC , CÀI, sono eguali fra loro.. 
Quindi se tatto centro in questo medesimo punto, e con un raggio 
eguale ad una delle perpendicolari accennale si descrive un cerchio, 
questo sarà tangente alle tre rette, MA, AC, CN ■ Nello stesso moda 
si avrebbe il cerchio tangente alle tre rette EB, BC, Cli, ed alle, tra 
rette DB, BA. AF. In somma, la costruzione data nella geometria 
piana per iscrivere un cerchio nel triangolo ABC , dà i cerchi che 
toccano ciascun lato di questo triangolo, ed i prolungamenti degli 
altri due. 

119. I problemi indeterminati sono così chiamati, perchè am- 
mettono un numero indeterminato di soluzioni. Cosi, se dimandasse 
di trovare sopra un piano, in cui sono dati due punti, un punto 
egualmente distante dai due punti dati, è chiaro che si avrebbe un 
numero infinito di punti, che soddisfercbhcro a queste condizioni 
del problema, e che tulli questi punti si troverebbero sopra la per- 
ii 
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pcndicolurc innalzala dal punto di mezzo della retta che unisce 
i due pùnti dati. 'Questa perpendicolare sarà il luogo geometrico di 
tutt; quei punti. 

120. Dunque ì problemi indeterminati conducono ai Inoghi geo- 
metrici: cd alfìnchè possa ciò comprendersi chiaramente, convieu ri- 
flettere che non vi è problema geometrico, che non si possa ridur- 
re a determinare la posizione di qualche punto. Quindi, allorché il 
problema di sua natura è indeterminato, allora si deve determinare 
un numero infinito di questi punti, e però il problema ammette un 
numero infinito di soluzioni, che si avranno con determinare il luogo, 
in cui stanno quegl’ infiniti punti. Da queste considerazioni si può 
dedurre che: 

il luogo geometrico è il sito ili lutti guei punti, che soddisfanno a 
quale he problema indeterminato. 

E poiché un siflatto sito può essere occupato da una linea, oda 
una superficie, o da un solido, cosi gli antichi geometri distingue- 
vano tre generi di luoghi; alcuni li chiamavano luoghi alla linea , 
altri alla superfìcie , a' tri al solido. 

Altrove ( n° 12) considerammo i luoghi geometrici sotto un pun- 
to di vista diverso in apparenza da quello, con cui più sopra gli ab- 
biamo considerati, perché dicemmo che 

quando un punto, o una linea si muove con legge determinata, 
la linea, o la sitperfeie, che ne risulta, dicesi luogo geometrico 
di quel punto, o di quella linea. 

Ma nella sostanza l’idea è sempre la stessa: nel primo caso si 
aveva riguardo alla genesi delle forme, senza tener conto clic a sif- 
fatta genesi si arriva per mezzo di un problema indeterminato. In- 
fatti, parlando della genesi del cerchio dicemmo che la circonfe- 
renza era il luogo geometrico di tult’i punti situati in un piano ed 
equidistanti da un punto fisso, ehe é il centro dèi cerchio. Partendo 
dall'idea de' problemi indeterminati si potrebbe dire che la circonfe- 
renza del cerchio è il luogo geometrico che soddisfa al seguente 
problema indeterminato: 

Trovar e sopra un piano un punto, la cui distanza ad un punto 
dato sin data. • - - 

Parimente, partendo dalla genesi del cilindro dicemmo clic la 
superfìcie cilindrica era il luogo geometrico della retta che per- 
corre la circonferenza del cerchio con legge determinala, cioè 
quella di dover esser sempre parallela a se stessa. Partendo ora 
dall’idea de’problemi indeterminati si potrà dire che la superfìcie 
cilindrica è il luogo geometrico, che soddisfa al seguente proble- 
ma indeterminato: r 

Trovare una retta, la cui disianza ad una retta data di sito, sia 
data. 

Infatti, è manifesto che se la retta (richiesta deve trovarsi nello 
stesso piano con la retta data, allora il problema sarà determinato, 
<' la retta elle si cerca sarà una doppia parallela alla retta data. 
Ma se non deve trovarsi nello stesso piatto, il problema sarà iu- 
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determinilo, e si (roveri la rolla, che si cerca, sulla superficie 
di Un cilindro, il cui asse è la rolla data, ed il raggio la distanza 
data, come si potrà vèdcre facilmente facendo passare un- piano 
per l’asSe e pel raggio accennato, dappoiché l inlersczione di que- 
sto piano con la superficie cilindrica darà la retta, che si cerca. 

I 21 . Ci resta ora a parlare de’ problemi più che determinati. 
Vedemmo. (n° 112) che un problema dicesi più che determina- 
lo, quando conliene- un numero di condizioni maggiore di quello 
che si richiede per la sua risoluzione. Ciò posto, supponiamo, per 
fissare le idee, che in un dato problema vi sia una condizione 
superflua, allora possono darsi due casi, o questa condizione rien- 
tra nelle condizioni necessarie alla risoluzione del problema, o ri- 
pugna a quelle condizioni. 

JNel primo caso, il problema proposto potrà risolversi, perchè ncn 
si tiene alcun conto di quella condizione superflua: nel secondo caso 
il problema non ammetterà alcuna soluzione, e sarà impossibile Si 
supponga, per esempio, che sopra una retta data si debba descri- 
vere un triangolo equilatero, che abbia ciascuno de’suoi angoli egua- 
le alla terza parte di due angoli retti. Questo problema può risol- 
versi, perchè descrivendo sopra ta retta data un triangolo equila- 
tero si soddisfa anche alla coedizione superflua, che il problema 
conteneva. Ma se si fosse detto che sopra una retta data si doveva 
descrivere un triangolo equilatero, tale che ciascuno de simi angoli 
fosse la metà di due retti, allora il problema sarebbe stato impossi- 
bile, perchè una sitfatla condizione ripugna alle proprietà del trian- 
golo equilatero. 

122. Purtuttavolta, non bisogna confondere i problemi impossi- 
bili con i problemi più che determinati, (in problema si dice impos- 
sibile, quando contiene condizioni, che non si possano accordare 
con la natura del soggetto, ò che queste condizioni siano tante di 
numero, quante sarebbero richieste, se il problema potesse risol- 
versi, o che siano in maggior numero. Cosi se fosse proposto di ri- 
solvere il seguente problema. 

Essendo dati due tati di un triangolo, ed un angolo retto opposto 
ni minore di questi lati, descrivere il triangolo. Un siffatto proble- 
ma sarebbe impossibile, abbenchè non conteuga condizioni super- 
flue. Quando poi si dicesse: 

Descrivere un rettangolo , che sia equivalente ad un quadralo du- 
to , e tale che due lati adiacenti facciano una somma data, c siano 
in un rapporto dato. 

Un tal problema sarà più che determinato, ma non si può dire 
impossibile, se non quando la terza condizione non rientra nelle 
due precedenti, che sono le condizioni necessarie alla soluzione del 
problema. 

123. Dunque problema più che determinato, e problema impos- 
sibile non sono sempre la stessa cosa; e però quando si propone un 
problema più che determinato, bisogna vedere se è possibile, o im- 
possibile, cioè bisogna vedere se le condizioni superflue si accor- 
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dano colle condizioni necessarie, oppure se sono in Contraddizione 
con esse. Quindi nella risoluzione de’ problemi è di somma impor- 
tanza la discussione, che gli antichi chiamavano la determinazione: 
dappoiché essa serve a render generale la soluzione; ad estenderla 
a tutt’i casi possibili; ed a mostrare la possibilità, o la impossibilità 
del problema, secondo le diverse modilicazioni, che l'enunciazione 
di esso può • ricevere. Un esempio della discussione di un problema 
si può avere nella geometria piana , dove abbiam risoluto il proble- 
ma, in cui si tratta di descrivere un triangolo, allorché sono dati tre 
de’suoi elementi, fra i quali vi sia almeno un lato. 

CAPITOLO VI. 

Risoluzione di alcuni problemi indeterminati. 

124. Abbiam veduto nel capitolo precedente che ogni problema 
indeterminato si risolve per mezzo de’luoghi geometrici. Or siccome 
la dottrina di questi luoghi è di grande importanza in tutta la geo- 
metria, cosi abbiamo stimato di dare in questo capitolo alcuni esem- 
pli di luoghi geometrici, che servono non solo come applicazidhe 
delle teoriche precedenti, ma anche come preparazione a quelle, 
che dovremo esporre in progresso. 

■125. Problema. Essendo dati gli assi coordinati xx', ed yy*, tro- 
vare il luogo geometrico de' punti tali che il rapporto delle coordi- 
nate di ciascun punto sia dato (fig. 21). 

Siano M e M 1 due qualunque de’ punti richiesti. Si conducano 
da questi punti le rette MP, e M'P parallele all’asse yy' delle or- 
dinate: le rette OP, MP ( n° 52 ) saranno le coordinate del punto 
M, c le rette OP, M'P quelle del punto M', e per le condizioni 
del problema si avrà 

MP: OP:: M'P: OP. 

Quindi i triangoli OPM , ed OPM' saranno simili; ed il luogo 
geometrico richiesto sarà la retta indefinita iViV', che passa per l’o- 
rigine O delle coordinato. 

120. Abbiam detto che il luogo geometrico richiesto era la linea 
indefinita NN', e non semplicemente ON , perché per soddisfare 
alle condizioni del problema, bisogna considerare la linea ODI in 
tutta la sua estensione ; e per conseguenza si deve prolungare 
indefinitamente. Or la parte indefinita ON' soddisfà ancor essa alle 
condizioni del problema, perchè ad ogni ascissa positiva OP deve 
corrispondere un’ordinata positiva PM, ma ad ogni ascissa negativa 
OP' deve corrispondere un’ordinata negativa P"M", e però il punto 
M" deve trovarsi sul prolungamento di ON. Ed infatti, per le con- 
dizioni del problema devono esser simili i triangoli OPM , OP'M" , 
ossia sì deve avere la proporzione 

OP : PM : : OP" : P'M". ' 
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Quindi se OP' è negativa, anche P^M" deve esser negativa, al- 
trimenti il rettangolo «Ti OP in P'M" non potrebb’esser eguale al 
rettangolo di PM in OP', perchè il primo sarebbe positivo, cd il 
secondo negativo.' 

127. Inoltre merita di esser osservato che ad ogni ascissa corri- 
sponde sempre la sua ordinata, c che questa è sempre unica, per- 
chè per le condizioni del problema non vi sono lati di quadrati 
da considerarsi, i quali lati, come vedemmo (n° 77), possono esser 
due per ogni quadrato, ed avere direzioni opposte; c di più pos- 
sono essere quantità immaginarie, quando divenissero lati di un qua- 
drato negativo. Crescendo poi l'ascissa aU’iniinito, é chiaro che do- 
vrà crescere anche l’ordinata, ed annullandosi la prima, dovrà 
annullarsi ancora la seconda. Tutte queste cose si ritrovano nella 
retta NN', che passa per l’origine O, e dall’ una e dall'altra parte 
di questo pnnto si allontana airinfìnito dall'asse xP. 

128. Problema. Essendo dati gli assi coordinati xx', e yy'. ed 
un punto Jisso sull asse delle ascisse, trovare il luogo geometrico 
de' punti tali che il rapporto delle ordinate di questi punti alle 
distanze de'loro piedi al punto fisso, sia dato (fig. 22). 

Siano Al e Al’ due qualunque de’punti richiesti; le ordinate de quali 
siano AJP e All". Per le condizioni del problema si avrà 

AIP: PB\\M'P.PB. 

Quindi i triangoli MPB, e M'PB sono simili, cd il luogo geome- 
trico richiesto sarà la linea retta indefinita NN' . Infatti, conside- 
rando come positive le distanze PB, PB, situate a destra del puuto 
lìsso B, si dovranno considerare come negative le distanze, come 
P'B, poste a sinistra dello stesso punto. Dunque per le cose dette 
piu sopra (n° 126) alla distanza negativa P'B deve corrispondere 
1 ordinata negativa P'M"- e però il punto AI" deve trovarsi sul pro- 
lungamento di NB. 

129. Se il rapporto dato si considerasse come negativo, vale a 
dire se in vece di supporlo eguale a quello delle.linee positive AJP, 
PB (lig. 22) . si supponesse eguale a quello delle linee AI P, PB (fig. 
23), in cui l’ordinata è divenuta negativa, allora il luogo geometrico 
sarebbe pure una linea retta indefinita , ma questa si troverebbe 
situata come si vede nella fig. 23. infatti, in tal caso perle condi- 
zioni del problema si avrebbe 

A1P: PB ; : M"P' : P'B-, 

c però essendo MP negativa, PB positiva, e P'B negativa, dev'es- 
sere A1"P' positiva , altrimenti il rettangolo di MP in P'B non 
potrebb esser eguale al rettangolo di PB in M"P'. 

130. Dalle cose precedenti .apparisce clic se il punto B si sup- 
ponga situato sull'asse delle ascisse negative, il luogo geometrico ri- 
chiesto sarà sempre una linea retta indeGnila NH', la quale sarà si- 
tuata come nella fig. 24, quando il rapporto dato si considera come 
positivo, ma sarà poi situata come nella fig. 25, quando lo stesso 
rapporto si considererà come negativo. 
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131. Problema. Trovare il luogo geometrico di un punto tale 
che le rette tirate da Onesto punto a due punti dati facciano tra 
loro un angolo retto (fig. 2). 

Sia M il punto richiesto, ed A e B i punti dati. Supposto risoluto 
il problema si tirino le rette MA, MB, AB.'E poiché l’angolo AMB 
dev’esser retto, la somma degli angoli MAB, MBA sarà eguale al- 
l’angolo AMB, e per conseguenza se si faccia l’angolo O.ÌIA=MAO, 
Bara il rimanente angolo OMB=MBO\ ed il triangolo AOM sarà 
isoscele, come pure il triangolo MOB, onde risulterà OA=OM, 
ed OB—OM. Quindi il punto M si troverà sulla circonferenza del 
cerchio, che si descrive facendo centro il punto di mezzo 0 della 
retta AB, e raggio OA, o pure 0B\ e però una si [fatta circonferen- 
za sarà il luogo geometrico richiesto. 

132. Problema. Trovare il luogo geometrico de' punii tali che 
tirando da ciascuno di questi punti due tangenti ad un cerchio 
dato, queste tangenti facciano sempre tra loro un angolo dato 

26 )- , 

Sia A uno de’ punti richiesti, da cui tirando al cerchio dato DCB 
le tangenti AB, AC, queste facciano tra loro l’angolo BAC eguale 
ad un angolo dato. Congiungendo il punto A col centro E del cer- 
chio dato, l’angolo CAE sarà dato, perchè é la metà dell'angolo 
dato BAC-, e per conseguenza il triangolo rettangolo ACE sarà dato 
di specie e di grandezza, perchè si conosce il lato CE, raggio del 
cerchio dato, 0 si conoscono gli angoli. Quindi l’ipotcnusa E A sarà 
data di grandezza, ed il luogo geometrico richiesto sarà la circon- 
ferenza del cerchio AFG concentrico al cerchio dato. 

133. Se si supponesse retto l’angolo dato BAC, è 'manifesto che 
in tal caso l’ipotenusa AE sarebbe la diagonale del quadrato, che ha 
per lato il raggio CE del cerchio dato, e per conseguenza la cir- 
conferenza del cerchio descritto con un raggio eguale a quella dia- 
gonale sarà il luogo geometrico de’ punti tali che le tangenti con- 
dotte da ciascun punto al cerchio sono’ sempre perpendicolari fra 
loro. 

134. Se invece dell’ angolo BAC fosse data di grandezza la tan- 
gente AC, allora il triangolo ACE sarebbe dato di grandezza c di 
specie; c però sarebbe data di grandezza l’ipolenusa AE. Quindi la 
circonferenza descritta col raggio AE sarà il luogo geometrico 
dc’punti tali che le tangenti condotte da questi punti al cerchio dato 
sarebbero sempre della stessa grandezza. 

133. Problema. 7'rovare il luogo geometrico de' punti tali che 
il rapporto delle loro distanze a due punti dati sia dato (fig- 27). 

Supposto risoluto il problema, siano P, c Q i punti dati, e M uno 
de’punti richiesti. Si congiungano i punti dati per mezzo della retta 
PQ, che si prolunghi indefinitamentcr si tirino le rette MP, MQ, e 
si divida in due parti eguali l’angolo PMQ per mezzo della retta 
MA. Si avrà MP : MQ ; ; AP: AQ, c tirando la retta PE parallela 
ad AM, risulterà ME : MQ \\ AP -, AQ, e per conseguenza sarà 
ME=MP. Ciò pretnesso, si divida in due parli eguali Vangèlo EMP , 
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supplemento dell’angolo PMQ, per mezzo della retta MB, ed a que- 
sta retta si tiri la parallela PF, si avrà BP : BQ I ! MF : MQ. Ma 
MF=MP , perchè per le parallele l’angolo EMB—MFP , e l'angolo 
BMP=MPF, dunque sarà BP.BQ\\ MP : MQ. 

Quindi le distanze de’tre punti A, M, B ai due punti dati # P, e Q 
sono in un costante rapporto, che è quello di AP ad AQ. E facile 
poi il vedere che i, tre punti accennati si trovano allogali in una 
circonferenza di cerchio; dappoiché l’angolo AMB è retto, essendo 
formato dai due angoli PMA , PMB, de’ quali il primo é uguale al- 
l'angolo QMA, ed il secondo all’angolo BME , ed i quattro angoli 
accennali sono presi insieme eguali a due retti. Dunque il luogo 
geometrico richiesto é una circonferenza di cerchio. 

Per descrivere questo cerchio si osservi che essendo 

BQ :BP.: QA :AP, 

i quattro punti Q, A , P, B sono armonici: e però se si divida la retta 
data PQ nella ragion data, si avrà il punto A , il cui conjugalo B 
farà conoscere il diametro AB del cerchio richiesto. 

136. Vedemmo più sopra (n° 125) che quando l’ordinata è in ra- 
gion semplice diretta dell’ascissa, il luogo geometrico, che soddisfa 
ad una tale condizione, è una linea retta. Passeremo ora ad inda- 
gare quale dev'essere il luogo geometrico, allorché si suppone che 
l’ordinata sia in ragion duplicala diretta dell'ascissa. 

137. Problema. Essendo dati gli assi rettangolari xx 1 , e yy', 
trovare il luogo geometrico de' punti tali che V ordinala di cia- 
scun punto sia in ragion duplicata diretta dell'ascissa (fig. 28). 

Siano M, M 1 due qualunque de’punti richiesti, dai quali si ab- 
bassino sull’ asse xP le perpendicolari MP, M'P‘, che saranno le 
ordinate di detti punti, corrispondenti alle ascisse OP, OP. Per le 
condizioni del problema devono essere le dette ordinate in ragion 
duplicala diretta delle ascisse, ossia devono essere come i qua- 
drati delle ascisse; per conseguenza ad ogni ascissa positiva OP do- 
vrà corrispondere un’ordinata positiva, cd una sola. Parimente, ad 
ogni ascissa negativa OP" dovrà corrispondere un’ordinata anche 
positiva M"P", cd una sola, perchè il quadrato di OP" è positivo 
come il quadralo di OP. Inoltre è manifesto che crescendo l’ascissa 
atl’inGnito, dovrà crescere anche l’ordinata all’infinito; e per con- 
seguenza il luogo geometrico richiesto sasà la linea curva SOT, di 
cui un ramo OP si estende .all’inCnilo verso T , e l’altro OS pure 
all'infinito verso S, allontanandosi sempre l’uno e l’altro ramo tanto 
dall'asse xx 1 , quanto dall’asse Oy. Viceversa, allorché l’ascissa di- 
minuisce. dovrà ancora diminuire l’ordinata, onde la curva dovrà 
passare per l'origine 0 delle coordinate. 

138. La curva, di cui è parola, è stala chiamala parabola : essa 
gode di molte proprietà importanti, che saranno esposte in appresso. 
Qui basterà osservare che se le ascisse si computano sull’ asse Oy , 
l'ascissa OE corrisponderà all’ ordinala M'P, e viceversa l’ordinata 
M'E corrisponderà all’ ascissa OP. Allora 1’ asse Oy prende il nome 
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di fisse della parabola , ed il punto 0 si chiama vertice dell aste. 
Quindi si potrà dire che 

La parabola è una curva esistente in un piano, o più semplice- 
mente, è una curva piana tale che i quadrali delle ordinale all' asse 
Stanno come le ascisse, corrispondenti. 

139. Pur tultavolta, per esser sicuri che !a parabola ba ia forma 
espressa nella fig. 28, bisogna dimostrare che il ramo 07', o pure 
OS , rivolge la sua convessità verso l’ asse delle ascisse ##'. 

Or se si tiri la corda 0.1/', dinotando M‘ un punto qualunque del- 
la curva, è manifesto che se tutt’ i punti dell’ arco sotteso da questa 
corda sono sopra o sotto della retta OJ/', rispetto all’asse delle ascis- 
se, la curva sarà sempre concava , o convessa verso questo medesi- 
mo asse. Dunque si deve calcolare, l’ Ordinata di un punto qualun- 

3 ue N della corda accennata , e védere se qualunque siano le coor- 
inate del punto M', la detta ordinata è sempre minore, o maggiore 
della ordinata MP della curva corrispondente alla medesima ascissa 
OP- il che è facile a farsi nel caso della parabola. Infatti, per le co- 
se dette più sopra si ha da una parte la proporzione 

MP-.M'PWÒF-.W' 

ovvero 

MP OP * _. 

M'P ~~ 0P % 

e per i triangoli simili OPN, OPM' si ha da un'altra parte 

NP OP 

M'P ÒF . 

Ma la ragione di OP : OP 1 è maggiore della sua duplicata, cioè di 
quella di ÒP a : 0P“ (/•), dunque se si dinoti la prima con A: B, e la 
seconda con C: li, si avrà. 

MP _ C NP A 

M'P' ~B~ i ~]WF‘ B ‘ 

E poiché C è minore di A, sarà ancora MP minore di NP ; e pe- 
rò la parabola è convessa verso 1’ asse xx 1 delle ascisse , ed ha 
la forma espressa nella fig. 28. Inoltre, è manifesto che se si pren- 
da 1’ asse Ox per asse della parabola, allora questa curva sarebbe 
convessa verso 1’ asse yrf delle ordinate. 

140. Problema. Essendo dati gli assi rettangolari , trovare il Ino- 


li) Si dimostra nell’ Aritmetica che quando si moltiplicano fra loro due 
frazioni, il prodotto, che ne risulta , è sempre minore di ciascuno de’ due 
fattori. Quindi allorché si moltiplica una frazione per se stessa, il quadrato, 
che si ottiene, dev’ esser minore della sua radice, ossia della frazione propo- 
sta. Nello stesso modo si dimostra che la terza potenza, o il cubo di uua fra- 
zione c minore della sua radice, ecc. ' . 
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tjo geometrico de’ minti tali che C ordinata di ciascun punto sia in 
ragion triplicala dell' ascissa (fig. 29). 

Siano M, e M‘ due qualunque de’ punti richiesti. Per le condi- 
zioni del problema, ad ogni ascissa positiva OP corrisponderà un 
ordinala positiva M P: ma ad ogni ascissa negativa OP" dovrà cor- 
rispondere un’ordinata negativa M"F' , perchè il cubo di OP' è 
una quantità negativa. Infatti, si ha la proporzione 

MP\ WF'woF :oP" > ; 

c però essendo OP' s una quantità negativa , lo dev’essere ancori» 
M"P" , altrimenti il prodotto de’ termini estremi non sarebbe egua- 
le a quello de’ medii. Quindi il luogo geometrico richiesto sarà lat 
linea curva SOT, di cui un ramo OT si estende all’ infinito nell’an- 
golo xOy, e 1' altro OH si estende pure all’ infinito nell’angolo op- 
posto al vertice. 

141 • La curva precedente è conosciuta sotto il nome di prima pa- 
rabola cubica ; e si vede facilmente che se la retta yy' si prenda per 
asse della curva , i cubi delle ordinate a questo medesimo asse 
stanno come le ascisse corrispondenti. 

112. Essendo poi (rn) la ragione di OP: OP maggiore della sua: 
triplicata, ossia di quella di OP 3 OP n , si dimostrerà come più so- 
pra (n° 139) che il ramo OT rivolge la sua convessità verso l’asse 
delle ascisse, come pure il ramo OS , in guisa che la curva passan- 
do dall’ angolo yOx all’ angolo verticale xfOy 1 cambia curvatura nel 
punto 0, e da convessa divien concava. In tal caso il punto O dicesi 
punto di flesso. 

143. Idrobi cma. Essendo dati gli assi rettangolari , trovare il 
luogo geometrico de punti tali che i quadrati delle ordinale stanno 
come i cubi delle ascisse corrispondenti (fig. 80). 

Per le condizioni del problema si avrà 

MF : : op 5 : OP". 

Quindi ad ogni ascissa positiva OP deve corrispondere un valore 
positivo del quadrato dell ordinata ; e per conseguenza si avranno 
due ordinate MP, M"P, 1’ una positiva , e l’altra negativa. IVla ad 
ogni ascissa negativa OP 1 corrisponderà il valore di un quadrato ne- 
gativo, e però l’ordinata corrispondente all’ascissa OP" sarà imma- 
ginaria. Dunque il luogo geometrico richiesto è una curva compo- 
sta di due rami OT, OS, che si estendono all’ infinito, l’uno nell’an- 
golo yOx , 1’ altro nell’ angolo adiacente xOi /', e rivolgono ambidue 
le loro convessità verso 1’ asse Ox, come si può dimostrare dietro a 
ciò che abbiam detto più sopra (n° 139). 

144. La curva, di cui è parola, è conosciuta sotto il nome di se- 
conda parabola cubica. E poiché nel punto O la curva interrompe 
il suo corso, e torna indietro, estendendosi nell’angolo adiacente a 


(ni) Si vegga la nota al numero 139. 
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quello , in cui era, cosi si è «lato al puuto 0 il nome di punto di 
regresso. 

145. Si potrebbe trovare facilmente un numero indefinito di altre 
parabole, le ordinale delle quali si elevano alle potcn'e quarta, quin- 
ta, ecc. Di più si potrebbe dimostrare con la stessa facilità che tutte 
le curve paraboliche hanno una delle forme espresse nelle figure 28, 
29, e 30, ma non possiamo qui occuparci di queste particolarità. 

146. Essendo dati gli assi coordinati xx', yy', rettangolari , o 
obliqui, trovare il luogo geometrico dei punti tali che le ordinale 
siano in ragion reciproca delle ascisse corrispondenti (fig. 31). 

Per le condizioni del problema si ha la proporzione 

MP : M'P' ; ; OP> : OP. 

Quindi ad ogni ascissa positiva OP corrisponde un’ordinata posi- 
tiva, ed una sola, perchè non vi sono lati di quadrati da considerarsi. 
Parimente ad ogni ascissa negativa OP " dovrà corrispondere un’or- 
dinata negativa, ed una sola; c per conseguenza il luogo geometri- 
co richiesto sarà una curva composta di due rami Ti, Ss, il primo 
de’ quali si estenderà all infinito nell’ angolo yOx , e 1’ altro pure 
all’ infinito nell’angolo verticale x'Oy'. 

147. La curva precedente è stala chiamata iperbole ; essa gode di 
molte proprietà, che saranno esposte in appresso. Intanto merita di 
esser osservalo che dovendo in questa curva essere le ordinate in ra- 
gion reciproca delle ascisse, i due rami delia curva medesima non 
solo si estenderanno airinfinilo,ma ancora si avvicineranno ai lati de- 
gli angoli verticali yOx, x'Oy 1 per una quantità minore di qualunque 
assegnabile. Infatti, a misura che cresce l'ascissa diminuisce l’ordi- 
nala; e però questa può divenire tanto piccola, quanto si voglia. Vi- 
ceversa, a misura che cresce 1’ ordinata, diminuisce l’ ascissa, e pe- 
rò questa può divenire tanto piccola, quanto si voglia. Quindi è sta- 
to dato alle rette xx 1 , gg' il nome di astiatoti dell’iperbole, da una 
parola greca, che significa non coincidenti. 

148. Problema. Essendo data una retta , che passa per due punti 
.fissi, trovare il luogo geometrico di un punto tale che il quadrato 

della perpendicolare abbassata da questo punto su quella retta , 

. sta al rettangolo delle distanze del piede della perpendicolare ai 
due punti fissi, in una data ragione ( fig. 32 e 33 ). 

Siano A. e li i due punti dati, ed Ali la retta, che passa per que- 
sti punti. 

Considereremo in primo luogo il caso, in;cui il piede P della per- 
pcndicplare (fig. 32) cade fra i punti A e li-, ed in secondo luogo 
quello in cui il piede della perpendicolare P‘ (fig. 33) cade fuori di AB. 

I. Caso. 

149. Supponiamo che il rapporto dato sia di eguaglianza, vale a 
• dire (fig. 32) che il quadrato della perpendicolare PJ\ sia eguale al 
rettangolo di AP in PB, allora è manitesto che Pii sarà una inedia 


Digitized by Google 



DI GEOMETIU.4 (yj 

proporzionale Ira AP c PB-, e per conseguenza il luogo geometrico 
lidi lesto sarà la circonferenza del cerchio ALBE , clic ha per dia- 
metro AB. ' 

Ma se il rapporto dato fosse di minore disuguaglianza , cioè se il 
quadrato della perpendicolare MP fosse minore -del rettangolo di AP 
in 1 B, allora è chiaro che il punto M non si potrà’ trovane nella cir- 
conferenza ALBE, ma si troverà nel perimetro di una curva chiusa 
ALBD, alla quale è stato dato il nome di ellisse. 

Lna tal curva si può facilmente costruire, perchè dalle cose pre- 
cedenti apparisce che i quadrati delle ordinale MI 1 , CO, MP, eec. 
stanno come i rettangoli de'segmeuti corrispondenti di AB-, e poiché 
nel cerchio i quadrati delle ordinale JVP, LO, N 1 P 1 ec. sono lidio 
stesso rapporto, ne segue che le ordinale dell’ ellisse sono propor- 
zionali alle ordinale corrispondenti nel cerchio. Quindi se queste or- 
dinate si dividono nel rapporto dato , si avranno quanti punti* si vo- 
gliono dell ellisse, clic si potranno riunire cou una linea conti- 
nuata. 

Le rette perpendicolari AB , CD diconsi assi dell' ellisse. In par- 
ticolare AB s' appella i asse maggiore, o il primo anse dell’ ellisse, 
e CD lasse minore, o il secondo asse. Il punto 0 d’intersezione dei 
due assi dicesi centro dell' ellisse ; è poi manifesto che il cerchio si 
può considerare come un’ ellisse , i cui assi sono eguali Ira loro. 

L ellisse gode di molte proprietà, che saranno esposte in ap- 
presso. 

fi. Caso. 

150* Supponiamo ora chi* il piede della perpendicolare cada in P' 
(hg. 33) fuori di AB ; e supponiamo in primo luogo che il rapporto 
dato sia di eguaglianza , cioè che il quadrato della perpendicolare 
accennala sia eguale al rettangolo di AP in PB. Or P B è una quan- 
tità negativa, perchè rispetto al punto fisso B si trova avere mia di- 
rezione- opposta a quella di PB-, e per conseguenza il detto rettango- 
lo sarà negativo, ed allora sarà pure negativo il quadralo della per- 
pendicolare, vale a dire questa perpendicolare Sara una quantità im- 
maginaria. Perocché, per l'ipotesi fatta una tal perpendicolare-dovreb- 
h essere una media proporzionale fra AP, e PB, e questa media 
non può esser data dalla perpendicolare PM 1 innalzata dal punto 
/“ sopra AP , perchè P Al' non incontra la circonferenza ALBE. 
Ciò prova che la costruzione , che dà la inedia proporzionale fr» 
AP, e PB, non può dare la media proporzionale fra AP e P B . ma 
se si muti costruzione, ossia se si consideri non iit opposizione 
con PB, allora il rettangolo di AP in PB si potrà considerane coinè- 
positivo. E poiché il quadrato della tangente PII è uguale al rettan- 
golo accennato, cosi se si prenda PM'=PR, il punto M‘ si troverà 
in una linea curva II, diversa dalla circonferenza del cerchio. Ili- 
lleltendo ora clic se il piede della perpendicolare si consideri situalo 
in P", il rettangolo di P'B in P"A è positivo, perchè P'B, P'A sino 
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ambedue negative, avendo direzioni opposte a quelle di P 1 lì, e di 
VA, ne segue che la tangente VE darà la media proporzionale fra 
P'B e P"A\ e perciò se si prenda VM"=VE, il punto Al" si tro- 
verà nella curva Ss. Or siccome la costruzione che da’ i punti M' e 
Al" è la stessa, cosi risulta manifesto che le due curve Tt, e Ss non 
sono due curve diverse, ma due rami di una sola curva, la quale è 
stata chiamata iperbole equilatera per una ragione, che si conoscerà 
in appresso. 

I diametri AB, LE del cerchio sono stati chiamati assi deW iper- 
bole equilatera. 11 primo dicesi primo asse, o asse trasverso, perchè 
incontra i due rami opposti della curva; l’altro dicesi secondo asse, 
o asse non trasverso, perchè non incontra nè l’uno, nè l’altro ramo 
della curva. Finalmente, il punto d’incontro de’due assi è il centro 
della curva. 

Supponiamo ora che il rapporto dato sia di minore, o di maggiore 
disuguaglianza, cioè che il quadrato della perpendicolare sia minore, 
o maggiore del rettangolo di AV in PB, allora il luogo geometrico 
richiesto sarebbe pure della stessa natura del luogo precedente, cioè 
sarebbe un’iperbole, ma non equilatera, ovvero non avrebbe gli assi 
eguali; ma nel primo caso il secondo asse sarebbe minore di LE, nel 
secondo caso sarebbe maggiore. Dalle cose precedenti risulta che 
l’iperbole equilatera è rispetto all’iperbole non equilatera come il cer- 
chio è rispetto all ellisse. E siccome si può descrivere l'ellisse per 
punti dividendo le ordinate del cerchio nel rapporto dato, così si 
potrà descrivere l’iperbole non equilatera per punti dividendo le or- 
dinate dell’iperbole equilatera nel rapporto dato. Ciò basta per con- 
cepire la forma dell’iperbole; ma daremo in appresso altre costruzio- 
ni non solo di questa curva, ma anche deH’elfisse, e della parabola. 

151. Merita di esser osservalo che l’iperbole espressa nella figura 
31 è della stessa natura dell’iperbole espressa nella fig. 33: sola- 
mente nel primo caso i punti della curva si riferiscono agli assintoti 
come assi coordinati . e nel secondo caso si riferiscono agli assi della 
curva. Ciò sarà dimostrato in appresso, allorché esporremo le pro- 
prietà dell’iperbole. 

152. Dalle cose precedenti apparisce che 

Nell'ellisse, e nell iperbole, i quadrali delle ordinate al primo 
asse stanno come i rettangoli delle distanze de piedi delle ordinate 
avertici dell’asse. 

Con questo principio si potrebbe facilmente dimostrare che (fig. 33) 
quando l’iperbole si riferisce ai suoi assi, i rami BT, Bt, AS, As de- 
vono esser concavi verso l’asse delle ascisse. Ma tralasciamo di farlo, 
perchè queste cose si vedranno chiaramente, quando avremo data la 
genesi dell iperbole per mezzo del cono. 

153. Proseguendo nel modo, che abbialo seguito in questo capi- 
tolo, si potrebbe trovare un gran numero di curve: ma non possia- 
mo qui occuparci di una siffatta indagine , bastando pel nostro ob- 
bietlo le cose precedentemente esposte intorno alla genesi delle cur- 
ve. Solamente faremo osservare che le linee in generale sono state 
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divise in ordini, o gradi. La linea retta appartiene al primo ordine, 
perché in essa l’ordinata è in ragion semplice dell'ascissa. 11 cerchio, 
l’ellisse, la parabola, e 1 iperbole sono curve di secondo ordine, o 
di secondo grado, perchè in esse si considera la ragion duplicala, o 
il quadrato dell’ordinata. Le due parabole cubiche e seltantatrè altre 
curve appartengono al terzo ordine: un numero assai più grande di 
curve appartiene al quarto ordine, al quinto, al sesto, ecc. Si vedrà 
in appresso che le curve di secondo grado sono identiche alle se- 
zioni coniche. Le proprietà di queste, che sono le curve le più im- 
portanti, saranno esposte in progresso con la pura geometria (ri). 

CAPITOLO VII. 

IMF uso de luoghi geometrici nella risoluzione dc’prol/lemi 
determinati. 

154-. Nel Capitolo V. abbiam veduto che i geometri distinguono 
1 problemi in tre generi, cioè in problemi determinati, indeterminati, 
e più che determinati. Ma a malgrado queste dillerenze, i problemi 
determinati meritano il nome di problemi propriamente detti, perchè 
sono i soli, che ammettono un numero certo e stabilito di soluzioni. 
E se i problemi indeterminati si considerano come problemi, ciò 
nasce principalmente perchè servono alla risoluzione de’problemi 
determinati, che costituiscono il principale obbietto della geometria. 
Quindi ci occuperemo in questo capitolo a far vedere come i luoghi 
geometrici si applicano alla risoluzione de’problemi determinati. 

1155 Dicemmo (n° 120) che ogni problema si poteva ridurre a 
determinare la posizione di un punto, da cui tutta la soluzione di- 
pendeva. Se dunque nella discussione delle condizioni si scovrisse 
che il punto di riduzione richiesto deve trovarsi nel tempo Messo 
sopra d»c luoghi geometrici conosciuti, questo punto sarebbe deter- 
minalo all istante dalla intersezione di questi due luoghi geometrici, 
ed il numero delle soluzioni dipenderebbe dal numero de’ punti co- 
muni, che queste linee possono avere fra loro, secondo la loro na- 
tura, e la loro posizione. Così, se si domandasse di descrivere so- 
pra una retta data un triangolo equilatero , allora esaminando le 
condizioni del problema si vedrà subito che il vertice di questo tri- 
angolo dev’ esser tale che le distanze di esso punto agli estremi del- 
la base del triangolo risultino eguali fra loro, e ciascuna alla retta 
data. Quindi dovrà trovarsi sopra due circonferenze di cerchi, elu- 
si descrivono prendendo per loro centri rispettivi gli estremi della 
retta data, e questa medesima reità per raggio rispettivo. E poiché 
1 dello punto non si può trovare nel tempo slC:SO sopra le due cir- 


(n) Tutte le altre curve vengono comprese in una teorica generale; ina 
[uesta ha bisogno dcU’ajulo dell’analisi algebrica, ed anche dell’ analisi iu- 
mitcsiniulc. 
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conferenze, ne segue che dovrà trovarsi nella loro intersezione , e 
però un tal punto sarà totalmente determinato. 

156. 11 problema precedente , benché semplicissimo, fa vedere 
chiaramente come i luoghi geometrici servono alla risoluzione dei 
problemi determinati ; nondimeno stimiamo dover qui addurre altri 
esempii 

156. Problema. Da un punto A situato fuori di un cerchio CEF, 
condurre una tangente a questo cerchio (fig. 34). 

Supposto il problema risoluto, sia AC la tangente richiesta, e si 
conducano le rette AB , BC. Dovendo esser la tangente AC perpen- 
dicolare all’ estremità C del raggio BC, sarà retto 1‘ angolo ACB; 
e per conseguenza il punto C, che risolve il problema, dovrà trovar- 
si nell’intersezione di aue luoghi geometrici, l'uno de quali è il cerchio 
dato ECF, e 1’ altro è quello che ha per diametro la retta AB, che 
congiunge il punto dato A col centro B del cerchio dato- 

157. Problema. Essendo dati due cerchi di sito, e di grandezza, 
trovare un punto tale che conducendo da questo punto delle coppie 
di tangenti ai cerchi dati, queste coppie di tangenti facciano tra lo- 
ro un medesimo angolo eguale ad un angolo dato. 

Partendo dal problema risoluto ( n° 132), si vedrà subito che il 
punto richiesto dovrà trovarsi nell’ intersezione di due luoghi geo- 
metrici, che si possono facilmente determinare dietro cièche è sta- 
lo detto nel paragrafo accennato. Infatti, essendo dato 1 angolo 
che devono fare le coppie delle tangenti, si possono determinare i 
raggi de’ cerchi concentrici ai cerchi dati; e però l’ iucontro di quei 
cerchi determinerà il punto cercato. 

158. Problema. Descrivere un triangolo, essendo dati untato, 

Pangolo opposto a questo lato , ed il rapporto de' due rimanenti 
lati. _ . 

Esaminando le condizioni di questo problema si vede che il ver- 
tice del triangolo richiesto trovasi nel tempo stesso sull’ arco del 
segmento di cerchio capace dell’ angolo dato, che vien descritto sul 
lato dato, e sulla circonferenza, che è il luogo geometrico de’ punti 
tali che il rapporto delle loro distanze a due punti dati sia eguale ad 
un rapporto dato. Or dalla geometria piana si conosce il modo di de- 
scrivere sopra una retta data un segmento di cerchio capace di un 
angolo dato: ed abbiano già fatto conoscere ( n° 135 ) come si possa 
descrivere la circonferenza sopraccennata , dunque il problema pro- 
posto si può risolvere facilmente. 

159. Problema. Descrivere un triangolo, essendo dati un lato , 
r aia, e f angolo opposto a quel lato. 

Essendo date per ipotesi V aja e la base del triangolo, sarà data 
per conseguenza 1’ altezza di questo triangolo, perchè basta trovare 
una terza proporzionale in ordine alla metà della base ed al lato 
del quadrato equivalente all' aja data. Ciò premesso, si vedrà fa- 
cilmente che il vertice del triangolo richiesto dovrà trovarsi nel- 
’intersezione di due luoghi geometrici; de’ quali il primo sarà la li- 
nea reità tirala patadelameiUc al lato dato, e distante da questo 
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di una lunghezza eguale all’altezza sopraddetta, ed il secondo sarà 
l’ arco del segmento di cerchio capace dell’ angolo dato, che si de- 
scrive sul lato dato. 

160. Nè problemi precedenti i luoghi geometrici sono stati co- 
struiti senza riferirli ad assi coordinati , passeremo ora a risolvere 
alcuni problemi, dove la costruzione de’ luoghi geometrici si fa per 
mezzo degli assi accennati. 

161. Probi evia. Descrivere un rettangolo tale che due lati adia- 
centi siano fra loro in un rapporto dato , e la loro somma sia eguale 
ad una retta data ( fìg. 35 ). 

Questo problema determinato contiene due condizioni , le quali , 
se si considerano separatamente, fanno nascere due problemi inde- 
terminati: nel primo si cerca un rettangolo, i cui lati abbiano fra lo- 
ro un «lato rapporto; nel secondo si cerca un rettangolo, in cui 
la somma di «lue lati adiacenti eguaglia una retta data. 

Or se si prendano gli assi coordinati Ox, Oy, c si dinoti il rap- 
porto dato con a : b, il primo de’ due problemi accennati si risol' 
vera nel modo seguente. 

Si prenda sull’ asse delle ascisse una parte OP=a , e dal punto 
P si tiri una retta parallela all’ asse delle ordinate, sulle quale si 
prenda una parte PlU=b, e finalmente si tiri la retta indefinita OE. 
E’ manifesto p£r le cose dette ( n°l‘25 ) che le coordinate di qualsi- 
voglia punto della retta OE risolvono il primo problema. 

Per risolvere il secondo si prenda sull’ asse delle ascisse una par- 
te OH eguale alla retta data. Supponendo che l’ascissa OP rap- 
presenti un lato del rettangolo richiesto, 1’ altro lato sarà PB per le 
condizioni del problema. Quindi se si tiri dal punto P una retta 
parallela all' asse delle ordinate , sulla «male si prenda una par- 
te PN=PB , c si tiri la retta indefinita BJV , le coordinate di qual- 
sivoglia punto di questa retta risolveranno il secondo problema. 

Da ciò segue che le coordinale OG , FG del punto d’ incontro 
delle due rette OE , BI\ risolveranno il problema proposto. Infatti 
si ha da una parte 

OG : GF\ : OP : PM, 

ma OP=a, e PM=b, dunque le rette OG, GF sono nel rappor- 
to dato. 

Da un’altra prie si ha 

PB : PN\ : BG : GF, 

ma PB=PN, dunque sarà ancora GF=GB ; c per conseguenza 
la somma delle due rette OG, GF eguaglia la retta data OB. Dun- 
que le rette OG, GF sono i lati del rettangolo richiesto. 

162. Merita qui di esser osservato che considerando! lati del ret- 
tangolo richiesto , 1’ uno come ascissa, 1’ altro come ordinata , la 
costruzione de’ luoghi geometrici OE, BN, si riduce immediatamen- 
te alle cose delle (n°125, e 126). Infatti, per la prima condizione del 
problema dovendo esser costante il rapporto dell’ordinata all’ascissa, 
si vede subito ebe il luogo geometrico, che soddisfa a questa con- 
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dizione, è la reità OE , che passa per l’ origine delle coordinate, 
inquanto alla seconda condizione , se dinoti con y l’ordinata, con 
x 1’ ascissa, e con k la reità data, si avrà y-+-x=£, ovvero y=k — x. 
Quindi il rapporto dell’ ordinata PN alla distanza del suo piede P 
al punto fisso li dev’ esser di eguaglianza , e stando alle cose det- 
te (n'M'26), il luogo geometrica dev’esser la retta BN, perchè ri- 
spetto al punto Gsso B la retta BP è negativa. 

ICS. Vedemmo (n°138) che nella parabola i quadrati delle or- 
dinale all’ asse stanno come le ascisse corrispondenti ; per conse- 
guenza il quadrato di un’ordinata qualunque sarà eguale ad un ret- 
tangolo, in cui uno de’lati adiacenti è l’ascissa, e l’altro una retta di 
lunghezza costante, che è stata chiamata parametro, ossia modulo, 
perché questa retta varia secondocbè varia 1’ ampiezza della curva 
ed è rispetio alla parabola quello che è il raggio rispetto al cerchio, 
il quale resta lo stesso in un medesimo cerchio, e varia al variare 
di questo. Vedremo a suo luogo come si può descrivere le para- 
bola , allorché è dato il suo parametro , come pure come si può 
descrivere l’iperbole, allochè sono dati gli assintoti. Queste con- 
siderazioni servono a far intendere le cose, che seguono. 

I 62. Problema. Descrivere un rettangolo equivalente ad un qua- 
drato dato , e late che la somma di due lati adiacenti sia eguale ad 
una retta data (fig.36). 

Questo problema è stato risoluto nella geometria piana per mez- 
zo della intersezione di una linea retta col cerchio. Ma se si volesse 
ricorrere agli assi coordinati, allora bisognerebbe costruire sepa- 
ratamente i luoghi geometrici, che risultano dalle due condizioni 
del problema. Or la seconda condizione dà per luogo geometrico la 
retta BN, come più sopra abbiam veduto (n° 162 ); e la prima dà 
un’iperbole, che ha per assintoti gli assi coordinati, come è facile 
vedeie dietro a ciò che si è detto (n° 146 ). Quindi 1’ intersezio- 
ne di questi due luoghi geometrici risolverebbe il problema pro- 
posto. 

Purtultavolta si deve preferire la soluzione fatta nella geome- 
tra piana, perchè il cerchio è una curva più facile a descriversi 
dell iperbole. 

163. Problema. Trovare fra due rette date due medie propor- 
zionali ffig. 37). 

Si dinotano con a e 6 le due rette date , e con x , e y le due 
medie proporzionali richieste. Per le condizioni del problema si han- 
no le due proporzioni 

a:x\\x:y , e x:y\\y\b. 

Quindi il quadrato di x sarà eguale al rettangolo di a in y, cd il 
quadrato di y al rettangolo di b in x. Se dunque si prendano gli 
assi rettangolari Ox, Og. c col parametro a si descrive la parabola 
OS, che abbia per asse Og, indi col parametro 6 si descriva la pa- 
rabola OT, che abbia per asse Ox, le coordinate OP, PM del punto 
AI d’ intersezione delle due curve saranno le due medie proporzio- 
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nali richieste. Infatti, per la prima parabola sarà il quadrato di ME, 
ovvero di x, eguale al rettangolo EO, ossia di y, nel parametro a\ e 
per la seconda parabola sarà il quadrato di MP, ossia di y, eguale 
al rettangolo di OP , ovvero di x, nel parametro b. 

I f>4. 11 problema della duplicazione del cubo, famoso presso gli an- 
tichi geometri, dipende dalla soluzione del problema precedente. In- 
fatti, supponiamo che K sia il lato del cubo dato, e supponiamo inol- 
tre che x, e y siano due medie proporzionali fra K e 2K, le quattro 
grandezze K, x, y, 2 À", saranno continuamente proporzionali; e pe- 
rò la ragione della prima alla quarta sarà egiìale alia ragione tripli- 
cala della prima alla seconda, ovvero sarà 

K : 2AT; ’.K' : ar s ; e per conseguenza 

il cubo, che ha x per lato, sarà doppio del cubo , il cui lato è K. 

16S. Il problema della trisezione dell’angolo, non meno famoso 
del precedente, si risolve pure per mezzo di due curve di secondo 
grado , una delle quali può esser cerchio, ma 1’ altra dev’essere una 
parabola, o un’ iperbole, o anche un’ellisse. Ordinariamente si ado- 
perano il cerchio e la parabola , perchè fra le curve di secondo 
grado sono le più facili a descriversi. Il problema non potrebb’esser 
mai risoluto per mezzo dell'intersezione della linea retta col cerchio 
o con quella di due cerchi. Ed a questo proposito stimiamo dover 
osservare che gli antichi geometri distinguevano Ire generi di pro- 
blemi geometrici. Chiamavano piani que’problemi , clic si potevano 
risolvere per mezzo dell’ intersezione della linea retta col cerchio, o 
che vale lo stesso, di due cerchi; perchè queste linee di loro natura 
vengono generate in una superficie piana. Davano poi il nome di 
problemi solidi a quelli , che non si potevano risolvere senza ado- 
perare nella costruzione la parabola, o 1’ ellisse, o l' iperbole , che 
consideravano come appartenenti alla geometria solida, perchè, co- 
me vedremo in appresso , le ottenevano con tagliare il cono con 
piani diversamente inclinati. Finalmente, chiamavano problemi li- 
neari quelli, che non si potevano risolvere senza adoperare linee di 
un’ordine superiore alle precedenti, come per esempio, la parabola 
cubica. Quindi distinguevano i luoghi geometrici in piani, in soli- 
di, ed in lineari. Le denominazioni di problemi piani , c solidi , di 
luoghi piani, e solidi, vengono talvolta adoperale ancora dai geo- 
metri moderni; ma quelle di problemi lineari , c di luoghi lineari 
sono state totalmente proscritte. I geometri accennati in vece di 
problemi piani dicono problemi di primo , o di secondo grado , se- 
condochè la grandezza incognita si trova alla prima, o alla seconda 
potenza. Cosi il problema risoluto ( n° 69) c di primo grado, perchè 
la linea incognita non è considerata come lato di un quadrato, che 
è la seconda potenza , ma semplicemente come eguale alla quarta 
proporzionale in ordine a tre rette date. Al contrario , il problema 
risoluto (n°91 ) è di secondo grado, perchè in esso 1 incognita è 
una media proporzionale fra due rette date , e per conseguenza si 
considera come lato di un quadrato. Il problema della duplicazione 
del cubo, o della trisezione dell’ angolo , è di terzo grado , perchè 
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l' incognita si considera come lato di un cubo, rlie è la terra poten- 
za. Si può ora comprendere cosa signiGca un problema di quarto gra- 
do, di quinto, di sesto, ecc. (o). 

CAPITOLO Vili. 

♦ 

Dell' Analisi geometrica. 

166. Per risolvere una qnistione di geometria bisogna passare dai 
dati ai quesiti. Or in quanto ai dati, ed ai quesiti ne abbiamo par- 
lato abbastanza nè capitoli precedenti , resta dunque a vedere se 
vi sia un metodo , che conduca a far il passaggio dai dati ai que- 
siti. 

167. I metodi considerali in generale non sono che modi d’ap- 
plicazione dell’ intelligenza umana alla ricerca della verità. Or il 
modo, che tiene la nostra mente, quando si applica a risolvere una 
quistione di geometria, è stato chiamato Analisi , parola greca , 
che significa risoluzione. Di questa ci proponiamo parlare nel pre- 
sente capitolo. 

1 68 . L’Analisi è un metodo , per mezzo del quale supponendo 
quello che si cerca come fosse già trovato , si arriva con una serie 
di conseguenze necessarie o ad una operazione conosciuta, o ad un 
paincipio già stabilito. 

169. L’ Analisi può esser applicata tanto alla ricerca di una veri- 
tà, che costituisce un teorema, quanto alla scoverta della costruzio- 
ne propria a risolvere un problema. 

170. La Sintesi, o conwosizione , è un metodo inverso di quello 
di cui è parola; o per meglio dire, è una parte del metodo, ebe si de- 


(o) La distinzione dc’prohlemi in piani, solidi, e lineari, basta essa sola a 
far vedere quanto fosse limitata la geometria presso gli antichi geometri gre- 
ci. Infatti, stando ad una sill'atta distinzione , per dirsi solido un problema, 
non basta' u che si potesse costruire per mezzo delle sezioni coniche, ma era 
necessario dimostrare che non si poteva in alcun modo costruire per ne zzo 
della linea setta c del cerchio. Cosi, per dirsi solido il problema della dupli- 
cazione del cubo, o della trisezione dell’angolo, bisognava dimostrare l’ ini- 
possibilità di risolvere questi problemi per mezzo dell’intersezione del cerchio 
con la linea retta. Or gli antichi geometri non potevano dare una siffatta di- 
mostraz oee. perchè non conoscevano che ogni problema ammette tante so- 
luzioni quante unità sono nel suo grado; e per conseguenza non potevano di- 
mostrare che essendo i problemi accennati di lerzo grado, non si possono ri- 
solvere per mezzo della linea retta e del cerchio, che servono a risolvere i 
problemi di secondo grado. Quindi, se si dovesse stare all’ antica geometria , 
no - , si avrebbe il dritto di censurare quelli, che si ostinano a voler risolverà 
con la riga ed il compasso i problemi della duplicazione del cubo , c della tri- 
sezione cìcll* angolo. In quanto poi ai problemi lineari, non solo si trovano in 
essi gl’inconvenienti , do’ quali è parola, mane hanno un altro gravissimo , 
perchè gl : antichi non mettevano fra essi alcuna distinzione, considerandoli 
tutti ili un medesimo grado Con tutte queste magagne non mancano mai talu- 
ni di lodare La geometria degli antichi a spese di quella de’inodorni ! ! 
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ve tenere nella risoluzione delle quisliofii di geometria, come vedre- 
mo in progresso. 

171. Quando 1' analisi è fatta con la sola geometria , allora dicesi 
Analisi geometr tini. Ma quando poi viei> fatta con l'ajuto de’siinlioli 
algebrici, allora prende il nome di Analisi algebrica. È poiclvè l’alge- 
bra nella risoluzione dò problemi procede sempre per via d’anali- 
si, così sotto questo nome s’ intende comunemente l’algebra, in gui- 
sa ehe i vocaboli analisi , ed algebra si tengono come sinonimi. Non- 
dimeno , parlando a rigore, ciò non è vero, perchè l’analisi è il 
metodo generale, che la mente umana segue nella risoluzione dei 
problemi, adoperando come istruinenti sia le linee, che sono i sim- 
boli rappresentativi della geometria , sia le lettere dell’ alfabeto, che 
sono i simboli algebrici. Qui intendiamo parlare della sola, analisi 
geometrica. 

172. Per acqnistarc una idea chiara dell'analisi e della sintesi, la 
via migliore , e la più spedita, è quella di ricorrere agli esempi, 
Nella geometria piana ( 3“ e 4“ edizione n° 353) abbiamo adopera- 
ta l’analisi geometrica nella risoluzione di diversi problemi determi- 
nati- e nè capitoli precedenti a questo abbrampoi applicata la stes- 
sa analisi non solo alla risoluzione di problimri determinati ma an- 
che a quella di problemi indeterminati. Quindi meditando su tutte 
quelle soluzioni si avrebbe un numero di eseinpii sufliriente a far 
acquistare una idea chiara dell’analisi e della sintesi, nel modo, con 
cui sono state più sopra definite. Ma trattandosi di un argomento as- 
sai impoi laute in tutta la geometria, stimiamo non solo di dover qui 
riportare qualche altro esempio, ina anche di fare alcune osservazio- 
ni, affinchè si possa vedere chiaramente l’andamento , die tengono 
1’ analisi eia sintesi nella risoluzione delle quistioni geometriche. 

173. Problema. Iscrivere in un cerchio dato ABC un decagono 
regolare (fig. 38). 

Analisi. Supposto risolino il problema, sìa AB il Tato del decago- 
no richiesto.- sarà 1 arco AB la decima parte ddlà circonferenza ; e 
per conseguenza tirando i raggi AO r e BO, sarà l’angolo AOB la 
decima parte di quattro angoli retti, o i quattro decimi di nn retto 

0 in fine i due quinti di un retto. Ma i Ire angoli del triangolo ABO 
sono eguali a due retti, dunque se dalla somma de’ tre angoli ac- 
cennati si tolga l’angolo AOB , la somma dei due rimanenti OAB 
ed UBA sarà eguale ad otto quinti di un retto. Or questi due an- 
goli sono eguali tra loro , perchè stanno alla base del triangolo 
isoscele OBA. dunque ciascuno degli angoli OAB , QUA è- uguale 
a quattro quinti di un retto; e per conseguenza il triangolo- isosce- 
le ABO è tale che eiaseuno degli angoli alla base è- doppio del- 

1 angolo al vertice. Sicché partendo daU'ipotesi fatta come se fosse 
vera, e procedendo di conseguenza ili conseguenza, il problema 
propostosi trova ridotto ad un altro problema, cioè quello di descri- 
vere un triangolo isoscele tale che ciascuno degli angoli alla base sia 
doppio dell’ angolo al vertice-, e però resta a risolvere questo nuovo 
problema. Si supponga dunque eome già risoluto-, e si tiri dalpun- 
lo B la retta B.ìl in modo clic l’angolo MBO s\a eguale all’angolo (X 


PRINCIPII GENERALI 


76 

Con ipiesta costruzione preparatoria , risulterà il triangolo isoscele 
MBO-, e però sarà MB=MO. E poiché l’angolo esterno AMB è ugua- 
le alla somma dei due interni ed opposti MOB. ed OBM, perciò sarà 
eguale al doppio dell'angolo 0. Ma dall ipotesi fatta come se fosse 
•vera, anche l’angolo OAB è doppio dell angolo 0 , dunque sarà 
l'angolo BMA—MAB , e per conseguenza risulterà il lato M B=BA, 
ossia sarà anche isoscele il triangolo/^ //;!/. Ma l'angolo OBA=OAB, 
dunque sono equiangoli i due triangoli isosceli OAB, AMB, è per- 
ciò simili. Or i triangoli simili hanno i lati omologhi proporzionali, 
dunque si avrà la proporzione 

AO : AB] "AB: AM. 

Ma AB=MB=MO, dunque 

AO:MO\\MO:AM. 

Quindi il problema , cui eravamo arrivati, si riduce ad. un altro 
problema, cioè a quello di dividere la retta data AO in due parti, in 
modo che la maggiore sia media proporzionale fra 1 intera retta e la 
parte minore, cioè a dire si riduce a dividere la retta AO in estrema 
e media ragione. E poiché questa operazione si sa fare, perciò il la- 
voro dell' analisi finisce; ed il problema proposto a principio si con- 
sidera come già risoluto. Ma se non si sapesse dividere una retta in 
estrema e media ragione,allora si dovrebbe continuare l’analisi, finché 
non si sia arrivato ad un problema, che si sappia risolvere. E mani- 
festo che camminando in tal modo si arriverebbe alla fine ad uno 
di quei problemi, che sono il fondamento della geometria piana , e 
che abbiamo risoluti nel capitolo terzo di questa, vale a dire ai 
problemi, ne’ quali si tratta di condurre una perpendicolare una 
parallela, di dividere uua retta, o un angolo in due parti eguali, ecc. 

174. Sintesi. Finito il lavoro dell’ analisi, comincia quello della 
sintesi. Questa procede con ordine inverso a quello dell’analisi, per- 
che parte dall' ultimo risultamelo , cui è pervenuta l’analisi accen- 
nata, e risale a passo a passo fino all’ ipotesi. Quindi la sintesi , o 
composizione del problema, deve contenere la costruzione finale 
di questo, e la dimostrazione di questa stessa costruzione. Affinchè 
si possa veder ciò chiaramente , daremo qui la sintesi del proble- 
ma precedente , abbenchè questa si ritrovi nella geometria piana. 

Costruzione. Si divida il raggio AO in estrema e inedia ragione 
nel punto M : si adatti al cerchio dato ABC la corda AB eguale al 
segmento maggiore OM ; sarà AB il lato del decagono regolare 
iscritto. 

Dimostrazione. Si tirino le rette BM , e BO. Per la costruzione 
si ha 

AO : AB] : AB : AM, 

dunque i due triangoli AOB, AMB sono simili, perchè hanno l’an- 
golo A di comune, e sono proporzionali i lati, che stanno intorno a 
questo angolo. Ma il triangolo AOB c isoscele, dunque lo sarà anco- 
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ra il triangolo AMB; e però sarà il lato AB=BM. Or per costruzione 
era AB—OM, dunque il triangolo OMB è pure isoscele; e per con- 
seguenza 1' angolo AMB , esterno a questo triangolo , sarà doppio 
dell' angolo 0. Ma 1’ angolo AMB = MAB , dunque sarà 1’ angolo 
M AB, ovvero ABO doppio dell’angolo 0; ed i tre angoli del trian- 
golo OAB presi insieme saranno eguali a cinque volle 1 angolo O. 
Quindi un tal angolo sarà la quinta parte di due angoli retti , o la 
decima di quattro retti; e per conseguenza l’arco AB sarà la decima 
parte della circonferenza, e la corda AB sarà il lato del decagono re- 
golare iscritto. 

175. Gli esempi citati più sopra, e la soluzione del problema pre- 
cedente bastano a far conoscere l’importanza dell analisi, senza la 
quale non si potrebbe mai arrivare alla risoluzione de’ problemi. E 
sebbene negli elementi di geometria, ed in generale nell esposizione 
delle verità già trovate, si preferiscala sintesi, mettendo da parte 
l’analisi, da cui si è partito , nondimeno è facile il vedere che ciò si 
fa a fine d’imprimere fortemente le verità nella mente degli studiosi, 
ed indicare soprattutto con precisione il procedimento da tenersi per 
soddisfare alle condizioni del problema. Quindi, se il metodo sinteti- 
co si consideri come metodo d’insegnamento, esso è da preferirsi si- 
curamente; ma non ha alcuna utilità, quando si tratta d’ investigare 
le soluzioni delle quistioni : allora si deve ricorrere all analisi. 

176. Del resto dalla soluzione del problema precedente apparisce 
che la sintesi fa parte del metodo, che si deve tenere per risolvere le 
qubtioni di geometria; e però il metodo istesso considerato nella sua 
totalità si compone di quattro parti distinte. 

1° ipotesi e costruzioni preparatorie , 

2° tesarne delle relazioni fra i dati , ed i quesiti del problema. 

3° Soluzione e costruzione finale. 

4° Dimostrazione della costruzione finale. 

A queste quattro parti bisogna aggiungere una quinta, cioè la di- 
scussione , della quale abbiam già parlato (n° 123). 

177. La necessità delle quattro parti accennate si può vedere fa- 
cilmente- Infatti, riflettendo con attenzione alla soluzione del proble- 
ma precedente, si vede che le costruzioni preparatorie sono la con- 
seguenza dell’ ipotesi fatta. Cosi essendosi supposto che AB era il la- 
to del decagono richiesto , è risultato per conseguenza che 1’ arco 
AB era la decima parte della circonferenza. E poiché 1 arco AB mi- 
sura l’angolo al centro AOB, così n'è nata una costruzione prepara- 
toria con tirare i raggi AO, BO. Questa prima costruzione preparato- 
ria ha permesso di poter esaminare le relazioni fra i dati ed i que- 
siti; e la seconda costruzione preparatoria ha poi permesso di spin- 
gere l’esame di dette relazioni fino a scoprire la costruzione finale, 
e quindi la dimostrazione di questa coslru ione. Or siccome la co- 
struzione appartiene alla sintesi, o che sia finale, o che sia prepara- 
toria, cosi riflettendo piu profondamente intorno al metodo, che de- 
ve tenersi per risolvere le quistioni geometriche, si vedrà che le quat- 
tro parti sopraccennate si possono ridurre alle tre seguenti. 
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178. Sin té si primaria , o indefinita. È questa la prima parte del 
metodo, ed abbraccia le ipotesi, e le costruzioni preparatorio. Infatti, ' 
per concepire come le condizioni date del problema proposto deter- 
minano la quantità , che si cerca , bisogna esaminare tutte queste 
condizioni separatamente, poi nel loro insieme: e siccome esse non 
esistono insieme, se non quando la costruzione richiesta è elfcttuata, 
cosi si comincia dal supporre il problema risoluto, e come conseguen- 
za immediata di questa supposizione risulta la costruzione prepara- 
toria. 

179. Analisi. Questa è la seconda parte del metodo; ed il suo og- 
getto è quello d’indagare per mezzo della costruzione preparatoria le 
relazioni fra i dati ed i quesiti. Con questa indagine l’analisi fa vede- 
re a che si riduce la soluzione del problema proposto , ed apre la 
strada alla costruzione finale, ed alla dimostrazione. 

180. Sintesi secondaria , o definita. È questa la terza parte del 
metodo, e consiste nel dare la costruzione finale, e la dimostrazione 
di questa costruzione. Il carattere che distingue la sintesi secondaria 
dalla primaria, consiste nella chiarezza. 

181. E eco quanto si può dire in generale intorno alla natura del 
metodo, che deve tenersi, quando si vogliono risolvere 1 problemi 
di geometria in un modo puramente geometrico. Ma dalla esposizione 
istessa, che ne abbiam fatta, si deduce ch'esso non può dare regolo 
fisse e generali; e però il suo cammino è nel tempo istesso incerto e 
vacillante. Infatti, non può esistere alcuna regola generale per im- 
maginare le costruzioni preparatorie, ebe sono, cerne vedemmo più 
sopra, il fondamento, su cui poggia tutto il lavoro dell’analisi. Inol- 
tre quando si vuol indagare come le diverse parli di quelle costruzio- 
ni dipendono le nne dalle altre, e si riducono ad un piccol numero 
di esse, ciò non si può fare se non quando la natura della quislione 
sarà determinata; e per conseguenza non si possono dare regole ge- 
nerali intorno al modo di esaminare le relazioni, che uniscono i dati 
ed i quesiti di un problema, o in altri termini, non esiste alcuna rego- 
la generale per fare l’analisi di un problema. E vero che si potreb- 
bero evitare le costruzioni preparatorie per mezzo de’ luoghi geome- 
trici, dividendo il problema in due problemi indeterminati; ma questa 
divisione non è facile a praticarsi con l’analisi geometrica, e pero gli 
antichi geometri greci ricorrevano di rado a questo mezzo di solu- 
zione (p) . 


( p ). li metodo delle coordinate poggia su questo modo di risolvere i proble- 
mi ; e però non ha bisogno delle coslruzioni preparatorie. Quindi in quest» 
metodo tutto si r duce a procedimenti uniformi di calcolo, ed a principi! gene- 
rali e conosciuti; c per conseguenza il geometra , che adopera un silfatto me- 
todo , non deve fare allro che svolgere le conseguenze, che risultano da quei 
principii, in un modo p ù o meno elegante, più o meno rapido. All’ opposi» 
nell’ analisi geometrica, ossia nel metodo puramente geometrico, non essen- 
dovi principii generali, la soluzione dc’prohlemi non si può mai ridurre a pro- 
cedimenti uniformi; e quello ch’è peggio , può avvenire che manchino total- 
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182 . Dalle cose precedenti risulta che la via più sicura per trriva* 
re alla conoscenza del metodo analitico è quella di esercitarsi a ri- 


mente i principii, dai quali dipende in un modo diretto ed immediato la Solu- 
zione di un dato problema, come avvenne nel famoso problema del cerchio e 
de’ tre punti, di cui si è parlato nella nota (f), ed in quello del Malfatti. Quin- 
di per riempiere siffatte lacune si deve ricorrere ai lemmi; il che rende l’an- 
damento del metodo geometrico pesante ed intralciato. Talvolta ancora, dopo 
inutili tentativi, si é obbligato di riprendere le cose un poco più in alto per a- 
prirsi una strada che sia più facile. In tal modo Steiner, geometra tedesco, 
è giunto a risolvere problemi assai difficili con considerarli come casi parti- 
colari di problemi assai più generali. Vero è che questo geometra non ado- 
pera l’analisi geometrica degli antichi, ma fa uso di nozioni, che in questa 
non si ritrovano. 

Gli antichi geometri greci davano grande importanza all’analisi geome- 
trica, che studiavano immediatamente dopo gli elementi in alcuni libri scrit- 
ti da Aristeo, Euclide, Apollonio, ed Eratostene. Alla riunione di questi libri 
si dava nelle scuole greche il nome di luogo risoluto, perchè, come dice 
Pappo, scrvivaoo a far acquistare la facoltà di risolvere i problem . Si po- 
trebbe credere a prima vista che questi libri noo fossero che raccolte di pro- 
blemi risoluti coll'analisi geometrica, ma la cosa era ben diversa. 1 greci ve- 
dendo che l’analisi non aveva regole fisse c generali, stimarono di dividere 
in classi le quistioni geometriche, c di applicare a queste il metodo analiti- 
co. Ciò apparisce, allorché si esaminano i libri accennati, secondo l’enume- 
razione, c la disposizione, che si ritrovano in Pappo. Infatti, il primo libro 
era quello de' doli di Euclide, che spettava al metodo analitico in generale, 
perché i dati sono i materiali dell'analisi. Dopo venivano i libri di Apollonio 
■■titolati della Sezione della ragione, della sezione dello spazio, e della se- 
zione determinata, che riguardavano la divisione della linea retta, principal 
fondamento dell’analisi geometrica. Era questa la prima classe di proble- 
mi, cui si applicava l’analisi accennata. Altre Ire clas-i di problemi si con- 
tenevano nc’libri delle lozioni, delle inclinazioni, e de' luoghi piani dello 
stesso Apol’onio. Seguivano i tre libri detonami di Euclide, i quali consi- 
stevano in una raccolta di proposizioni, nelle quali si dimostravano alcune 
proprietà generalissime intorno alla disposizione de’punti e delle linee, indi- 
pendentemente dagli angoli, c però erano proprie a risolvere le quistioni di 
sito. La studio degli otto trattati sopraccennati non suppone che la sola co- 
noscenza degli elementi , cioè delle sole forme, che dipendono dalla linea 
rotta, c dal cerchio. Immediatamente dopo questi trattati mette Pappo quello 
di Apollonio intorno alle sezioni coniche, dove si dà la genesi , e le proprie- 
tà di nuove forme, che non si trovano negli elementi. In seguito vengono i 
luoghi solidi di Aristeo, e qui finisce lo studio delle nuove forme accennate 
onde si vede che lo studio delle sezioni coniche si riduceva quasi tutto alla 
prima delle tre grandi classi nelle quali abbiam diviso le quistioni geome- 
triche ( n“ 3 ). Ma ciò non deve sorprendere, perché come riflette Halley, 
gli antichi ci hanno lasc ato ben poche cose intorno ai problemi solidi, ri- 
spetto ai quali non ebbero alcuna idea generale. Finalmente, Pappo finisce 
l’enumerazione de’ libri spettanti al luogo risoluto con i luoghi alta superfi- 
cie di Euclide, e con 1 e medietà di Eratostene, che appartenevano ai luoghi 
geometrici, ma forse erano di un ordine superiore alle sezioni coniche, ossia 
riguardavano nuove forme diverse da queste. Comunque sia, risulta dall’e- 
sposizione precedente che nelle scuole greche si faceva uno studio ordinalo 
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solvere un gran numero di problemi . A tal uopo possono servire le 
raccolte di problemi, che sono state falle da diversi autori ; e soprat- 
tutto le Collezioni Matematiche di Pappo Alessandrino, geometra 
greco, che viveva nel 4° secolo dell’ era volgare, non che il trattalo 
di analisi geometrica di Leslie, celebre geometra Scozzese. 


delle questioni geometriche, ch’crano divise in classi corrispondenti a quelle 
esposte ( n° 3 ), abbenchè non fossero cosi generali. 

Questa maniera di considerare i libri, che formavano il luogo risoluto, fa 
svanire tutto il mistero con cui alcuni parlano di questi libri, come se si trat- 
tasse de’libri Sibillini ; e non cessano mai di deplorare la perdita ili alcuni 
di essi, abbenchè siano stati riprodotti da illustri geometri moderni. 
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LIBRO PRIMO 

DELLE SEZIONI CONICHE IN GENERALE. 


183. 1 principi generali di geometria fin qui esposti ci hanno fat- 

to conoscere nuove forme, diverse da quelle considerate nella geo- 
metria piana, e solida. Dicemmo (n° 153) che fra queste forme le 
più importanti erano le linee di secondo ordine , o curve di secondo 
grado , che descrivemmo per punti, ricavando la loro genesi dalla 
semplice considerazione delle quantità positive e negative. Resta ora 
a parlare delle proprietà di queste curve , ma prima di applicarci a 
siffatta indagine, daremo un’ altra genesi alle curve accennate, e le 
considereremo come prodotte dal segare un cono con piani diversa- 
mente inclinati. Si vedrà poi che le sezioni coniche , o curve coni- 
che , che si avranno in tal modo, sono identiche alle curve di se- 
condo grado (y). , 

CAPITOLO I. 

Delle setioni rettilinee, e circolari del cono. 

184. Parlando del cono retto nella geometria solida , vedemmo 
che il piano condotto per l’asse del cono produce un triangolo dop- 


(</) Le proprietà delle curve di secondo grado si possono dimostrare an- 
che partendo dalla genesi per punti, che abbiasi data (n° i38) ; ina seguen- 
do un tal cammino le dimostrazioni riescono lunghe e complicate. Oltre a 
ciò, quando si vogliono indagare le proprietà accennate con la pura geome- 
tria, la genesi delle curve di secondo grado riesce la più naturale , e la più 
feconda, allorché vien fatta tagliando il cono con piani diversamente inclinati. 
Si potrebbe anche dire cheé la più semplice, e la più geometrica, quando -i 
volesse considerare la geometria sotto al punto di vista, con cui la considera- 
vano gli antichi geometri , abbenchè questa maniera di vedere non sia siala 
approvala da un gran numero di geometri moderni, i quali hanno data la ge- 
nesi delle curve coniche sui piano, e uou per mezzo del cono. 

11 
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pio del triangolo generatore; e thè quando si taglia il cono medesi- 
mo con un piano parallelo alla base, la sezione risultante è un cer- 
chio. Passeremo ora ad esaminare se queste sezioni sono della stessa 
natura , allorché il cono si considera generato nel modo generale , 
che abbiamo esposto (n° 4 ). 

Proposizione I. 

1 85. Se un cono è tagliato con un piano , che passa pel stio ver- 
tice, la sezione è un triangolo (lig. 1). 

Dim. Sia il cono SACB segato da un piano , che passa pel suo 
vertice S, e per due punti qualunque C, e /{della circonferenza del- 
la base. Dico che la sezione SCR è un triangolo. 

Infatti, è manifesto che le intersezioni di questo piano colla super- 
ficie conica sono due rette SC, SR, perchè queste corrispondono a 
due posizioni della retta generatrice della superficie conica, allorché 
sarà giunta no’ punti C, e R. Quindi ogni piano che passa pel verti- 
ce del cono, e cade dentro di questo , incontrando la base del cono 
medesimo , dovrà produrre un triangolo. 11 che si doveva dimo- 
strare. 

186. Scolio 1. Nella figurasi è supposto che il piano secante pas- 
sasse per 1’ asse SO del cono, ma la dimostrazione precedente è ge- 
nerale, e si applica anche quando il piano accennato non passa per 
1’ asse del cono. 

187. Scolio 2. Essendo nel cono retto, l’asse perpendicolare al 
piano della base, qualsivoglia sezione triangolare fatta per l’asse 
sarà sempre perpendicolare al piano della base. Ma non accade lo 
Stesso nel cono obliquo , in cui la sola sezione SAB , che passa per 
1’ asse SO e per l'altezza SK del cono , è perpendicolare al pianq 
della base. Tutte le altre sezioni, abbenchè passino per 1’ asse, non 
sono mai perpendicolari al piano della base. 

188. Definizione. La sezione triangolare, che passa per 1’ asse del 
cono, ed è perpendicolare al piano della base , prende il nome di 
sezione principale. 

Proposizione II. 

189. Se un cono obliquo è tagliato con un piano parallelo alla 
base, e che non passa pel vertice, la sezione è un cerchio (fig. 1). 

Dim. Sia il cono SACB segato da un piano GFL parallelo alla 
base. Dico che la sezione GFLI è un cerchio. 

Per 1’ asse SO del cono si facciano passare due piani : le sezioni 
risultanti saranno per la proposizione precedente due triangoli SAB, 
SCR. Or in virtù delle parallele FU , CO, e HL, OB, sono simili i 
«lue triangoli SFU, SCO, come pure i due triangoli SUL. SOR; per 
conseguenza la ragione di SU a SO sarà eguale tanto alla ragione di 
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FU a CO, quali lo a quella di 1IL ad OB, onde si avrà la propor- 
zione. 

FU : CO. '.ÌIL: OB. 

Ma CO=OB, come raggi di un medesimo cerchio , diinqne sarà 
ancora FU— il /, ; e la curva piana GFL1 sarà una circonferenza 
di cerchio, perchè tull’i suoi punti sono equidistanti dal punto U . 11 
che si doveva dimostrare. 

190. Corollario Apparisce da questa preposizione che se si con- 
duca un piano perpendicolare all’altezza di un cono, il cerchio, clic 
ne risulta , si potrà considerare come la base del cono medesimo. 
Questo concetto si accorda con ciò che abbiam detto intorno alla ge- 
nesi del cono ( n. 4 ), hi quale consiste nel concepire clic una retta, 
indefinita percorra la circonferenza di un cerchio e passi costante- 
mente per un punto situato fuori del piano di questo cerchio. 

191. Dejinizione. Seun coivo obliquo (fìg. 39), la cui sezione* 

S riucipalc è il triangolo ASB, è tagliato con un piano /JJ/Operpen- 
icolare al piano ASB, e tronchi verso S un triangolo SDO s olile 
al triangolo ASB , ma situato in modo che la base DO non sia pa- 
rallela al diametro AB della base del cono, la sezione D/UV si dirà 
unti-par attuta, o succontraria alla buse del cono medesimo. 

192. Corollario. Si deduce da questa defìnizioneclìe nel cono retto- 
noli può aver luogo la sezione antiparalleìa. Infatti, nel cono accen- 
nato il triangolo ASB e isoscele; e per conseguenza se l'angolò SDO 
si suppone eguale all’angolo SBA , esso sarà anche eguale all’angolo 
SAB , vale a dire sarà la retta DO parallela alla retta AB, e la po- 
zione anti-parellela svanisce. 

Proposizione 111"- 

193. Se un cono oBbtiquo è segato con un piano ari ti-jnn ultdrr 
atta base, la sezione è un cerchio (fig. 3y). 

Dim. Sia ASB la sezione principale di un cono* obliquo, che si- 
suppone tagliato da uu piano DMO unti-parallelo alla base del cono: 
dico che la sezione DMO e un cerchio.. - 

Per un punto /'della retta DO, comune sezione del piano- DMO 
col piano ASB, si conduca in questo piano la retta GPF parallela 
ad AB, e per la stessa retta si faccia passare il piano GMF parallelo 
pila base del cono. , 

Essendo per ipotesi il triangolo SDO simile al triangolo ASB , 
sarà l’angolo SDO=B. Ma in virtù delle parallele- G F, AB, anello 
Pungolo SFG=B, dunque i due angoli SDO, SFG sono eguali, 
fra loro; e per conseguenza i triangoli DBG, FPO, avendo eguali 
gli angoli in P, saranno equiangoli, e perciò simili. Quindi si avrà, 
la proporzione 

DP. PF :: GP : PO, 

dalla quale si deduce che il rettangolo di DP in PO i uguale- al se L- 
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tangolo di PF in GP. Or essendo i due piani DMO. GMF amhiduo 
perpendicolari al piano ASB, il primo per ipotesi, ed il secondo co- 
me parallelo alle base del cono, ne consegue che la loro comune se- 
zione MP dev’esser ancora perpendicolare al piano ASB-, e per con- 
seguenza alle rette DO, GF, che passano pel suo piede P nel piano 
accennato. Ma la sezione GMF è un cerchio, dunque per le proprie- 
tà di questo sarà il quadralo di MP uguale al rettangolo di GP in 
PF ( n° 8 ) ; ovvero al rettangolo di DP in PO, come più sopra si 
è dimostrato; e però anche la sezione DMO dev’esser un cerchio. Il 
che si doveva dimostrare. 

194. Scolio 1. Essendo il rettangolo di DP in PO eguale al rettan- 
golo di GP in PF. ne segue che le corde DO, GF appartengono ad 
un medesimo cerchio. Da ciò si deve conchiudere , che i cerchi 
DMO, GMF si trovano situati sopra una sfera , di cui un oircolo 
massimo è il circolo DGOF, che ha per corde le rette DO, GF. E 
poi manifesto che questa sfera non c iscritta al cono, perchè il circo- 
lo DGOF non è iscritto al triangolo ASB. 

19 ‘6. Scolio 2. Quando il cono è retto, il circolo DMO si confon- 
de col circolo GMF, il quale in tal caso si troverà sopra una sfera 
GMEF (fig. 40 J, che «avrà per circolo massimo il circolo GEF , e 
sarà tangente al cono. Quindi se si taglia un cono retto con un pia- 
no parallelo alla base del cono, il circolo GMF, che ne risulta, si 
potrà considerare come appartenente ad una sfera tangente al cono; 
e la circonferenza di contatto delle superGcic de’ due solidi sara 
quella dello stesso circolo GMF. 

196. Scolio 3. Inoltre si osservi che le rette SG, SM, SF, ecc., 
che congiungono il vertice del cono colla circonferenza di contatto 
GMF, sono eguali fra loro; c però si può conchiudere che. 

Se da un punto situato fuori di una sfera, si conducano delle 
tangenti a questa sfera , le parti di esse tangenti, comprese far il 
punto dato ed i punti di contatto, sono eguali fra loro. 

CAPITOLO II. 

Delle sezioni coniche propriamente dette. 

197. Abbenchè il triangolo, ed il cerchio, come abbiam veduto 
nel capitolo precedente, si possano ottenere con tagliare il cono con 
un piano, nondimeno non si considerano come sezioni coniche, par- 
lando a rigore, perchè la genesi di quelle figure appartiene alla geo- 
metria piana, e non già alla geometria solida. 

Infatti non si potrebbe concepire il cono senza l’esistenza del cer- 
chio; e perciò col nome di sezioni coniche s'intendono, strettamente 
parlando , le curve , delle quali or ora parleremo. S’avverta intanto 
che nel dare la genesi e le proprietà di queste curve adopereremo il 
solo cono retto, mettendo totalmente da parte il cono obliquo (rj. 


(r). La genesi delle sezioni coniche, che trovasi esposta nel seguente pam- 
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198. Definizione I. Se un cono cello si taglia con iiu piano per- 
pendicolare alla sezione principale, e die non sia parallelo alla base 
del cono, la curva, che risulta, si dice sezione conica, o curva co- 
nica. 

199. Definizione 2. La comune sezione del piano della seziono 
conica con quello della sezione principale, si chiama asse della se- 
zione conica . 

200. Definizione 3. Una sezione conica EME ( (ig. 41 ) dicesi 
Ellisse, quando il suo asse EE‘ incontra le due generatrici opposte 
SA, SB della superficie conica, da una medesima parte del vertice 
S del cono. 

201. L’ellisse è dunque una curva chiusa e rientrante in se stessa. 
Si vedrà in appresso che questa è identica alla curva di secondo gra- 
do, che abbiam chiamata con lo stesso nome (n° I i'I ). 

202. Definizione 4. Una sezione conica (fig. 42 ) appellasi Iper- 
bole, quando il suo asse EE' incontra una delle generatrici SA, ed 
il prolungamento dolla generatrice opposta SB al di là del vertice 
5 del cono. 

S03. Dunque l’ iperbole è una curva formata da due rami, che s’e- 
stendono all'infinito sulla superficie conica. Nella figura si vede un 
solo ramo MEB, 1 altro ramo , identico al primo, si trova sul cono 
opposto, come si può facilmente immaginare. In appresso si vedrà 
che questa curva è identica alla curva di secondo grado, che abhiam 
indicata con lo stesso nome ( n° 150 ). 

204. Definizione ó. Una seiione conica MER (fig. 43) dieesi Pa- 
rabola, quando il suo asse EE' incontra una delle generatrici SA, 
ed è parallela alla generatrice ppposla SB. 

205. Quindi la parabola c una curva chiusa da una parte , c si 
estende dall'altra all'infinito sulla superbeie conica. Vedremo in se- 
guilo che questa curva è identica alla curva di secondo grado, cui 
abbiam dato lo stesso nome ( u° 138 ). 

206. Definizione 6. I punti, ne’ quali l’asse di una sezione conica, 
incontra il perimetro della curva, diconsi vertici dell’asse, o vertici 
della sezione conica. 

207. Nell’ellisse ( fig. 41 ) l’asse EE' ha una lunghezza determi- 
nata. Nell iperbole (fig. 42) l'asse è propriamente la linea EE in- 
definitamente prolungata dall’ una e dall’ altra parte. Nondimeno sic- 
come una siffatta linea incontra la curva ne’ punti E, E 1 , cosi per 
analogia coll’ellisse, quando si vuol parlare della lunghezza dell’asse 
dell' iperbole, si considera la sola parte EE compresa fra i due ver- 
tici E, E, cui si dà il nome di asse trasverso dell’iperbole. 

208. Definizione 7. Nell'ellisse, e nell’iperbole il punto di mezzo 
o dell’asse EE' (fig. 4-1, e 42 ) dicesi centro dell’ellisse, o dell’iper- 
bole. 

grafo hj 8, si applica ancora al cono obbliquo; e per conseguenza c genera- 
le, nondimeno l’abbiam limitata al cono retto, perchè da questo solo si può 
rasare una proprietà comune alle tre curve coniche, come si vedrà in ap- 
presso. 
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209. Nella pirahola (flg. 43) la lunghezza dell' asse non è de- 
terminata, perchè ha il solo vertice E , trovandosi l’altro vertice al- 
l’ infinito. Quindi la parabola non ha centro. 

210. Definizione 8. Se nella sezione principale ASB (fig. 4-1, 42, 
e 43) si descrive un cerchio GFG' tangente alle due generatrici op- 
poste SA, SB, ed all’ asse EE' di una sezione conica, il punto di con- 
tatto F di quel cerchio con l’asse accennato si dirà fuoco della se- 
zione conica. 

211. Definizione 9. Poste le rose della definizione precedente, la 
comune sezione NL del piano della sezione conica col piano, che 
passa per la corda di contatto GG', ed è parallelo alla base del co- 
no, si chiama Direttrice della sezione conica. 

212. Definizione 10. Il punto, in cui la direttrice incontra 1' asse 
della sezione conica , appellasi piede della direttrice (s). 

213. La direttrice è perpendicolare all’asse della sezione conica, 
perché risulta dalla intersezione di due piani, che sono ambidne per- 
pendicolari al piano della sezione principale. 

214. Nell’ellisse ( fig. 44) il cerchio tangente alle dm? genera- 
trici opposte SA, SB, ed all’asse EE, può esser situato tanto da una 
parte, quanto dall’altra dell’asse medesimo ( 11 “ 118); per conse- 
guenza l’ellisse ha due fuochi, l’uno in F, l’altro in E. Quindi in 
questa curva vi saranno due direttrici, l’una corrispondente al fuoco 
F, l’altra al fuoco F'. Infatti, è manifesto ( fig. 41) che il piano se- 
cante, che produce l’ellisse, in vece di essere inclinato da sinistra a 
dritta, come nella figura, potrebb’ esser inclinato da dritta a sinistra, 
ed allora l’intersezioae del piano della curva con quello, che passa 
per la corda di contatto GG', sarebbe la direttrice corrispondente- 
al fuoco E. Finalmente, si vede che le due direttrici dell’ ellisse si 
trovano sul prolungamento dell’asse della curva, ad eguale distanza 
dai vertici E, ed E 1 . 

215. Nell’iperbole ( fig. 45 ) è manifesto che vi devono essere- 
due fuochi F. F 1 , come nell’ellisse, e due direttrici corrispondenti - 
Infatti, sono due i cerchi che toccano le generatrici opposte Aa, Bb, 
e l’asse EE'. Nondimeno la situazione de’fuochi, e delle direttrice 
dell’ellisse è inversa a quella de' fuochi, e delle direttrici dell iper- 
bole , perchè i fuochi dell’ iperbole si trovano sul prolungamento- 
dell’asse EE, ed i piedi N, Iv delle direttrici corrispondenti stanno- 
su questo medesimo asse, ad eguale distanza dai vertici E. ed E. 

216. Nella parabola si vede facilmente che non può esistere cke- 
un solo fuoco, cd una sola direttrice. 

217. Definizione 11. La distanza MF ( fig. 41, 42, e 43 ) di im- 
punto di una curva conica al fuoco, dicesi rw/qio vettore. 

218. Definizione 12. NeU’ ellisse e nell’iperbole, la distanza di uno 
de’fuochi al centro si chiama eccentricità. 


(■-) Taluni danno alla direttrice il nome di tinca di tubi unità, e chiamali» 
punto di sublimità il piede della direttrice. 
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219. Abbiam veduto ( n° 214 ) clic se j 4SB (fig. 44 ) dinoti la se- 
zione principale, ed EE' l’asse dell’ellisse, i cerchi GFG',HF‘H\ 
tangenti allo due generatrici opposte SA, SB, ed all’asse accennato 
davano i due fuochi F, F della curva. 

Questa costruzione, che sempre può farsi dietro alle cose dette 
( n° 1 1 8 ) dà luogo ad alcune conseguenze importanti, delle quali 
dovremo far uso in appresso. Infatti, si abbassi sull asse SF del cono 
la perpendicolare E'D, e si osservi che la retta SA, come pure la 
retta SB, è una tangente comune ai due cerchi: che le rette EF, 
EG, sono eguali fra loro come tangenti ad un medesimo cerchio 
GFG 1 ; e che lo stesso accade per le rette E'F ed E‘G'\ E'F' ed 
E' II', EU ed EP. Or EF=E"P, ed EH'=DH, dunque sarà 
EG—DII. Ciò premesso, la retta E E! sarà la somma delle due E'G', 
e FE: ina G'E 1 — GD, ed è poi EF = EG= DII, dunque sarà 
EP — GH, vale a dire che. 

La parte della tangente SA, compresa fra i contatti G e II, è 
ugnale all’asse dell’ellisse. 

E poiché EG = EF. e DI/= EP, cosi risulta che 

La pw te DE della stessa tangente SA, compresa fra il vertice 
E dell’ asse dell'ellisse, e la perpendicolare E'D abbassata sull' asse 
del cono SV dall altro vertice E', è uguale alla distanza FF' dei 
due fuochi dell’ ellisse. 

220. Le cose precedenti hanno luogo ancora nell’ iperbole. Pe- 
rocché, se si faccia la costruzione, come nell’ ellisse, si vedrà (fig. 45) 
che nella sezione principale ASB la retta generatrice Aa è una tan- 
gente comune ai due cerchi GFG 1 , UWF, come pure la generatrice 
opposta Bb. Quindi se dal vertice E dell’asse trasverso si abbassa la 
perpendicolare E'D sull’asse SF del cono, si troverà come nell’el- 
lisse che. 

La parte GH della tangente Aa, compresa fra i contatti G « H, 
è uguale all'asse trasverso EE' dell' iperbole ; e che luparie DE 
della stessa tangente , compresa fra il vertice E, e la perpendico- 
lare E'D abbassata dall'altro vertice E' sull’asse SV del cono, è 
uguale alla distanza FF' de' due fuochi. 

Infatti, si ha EE‘ = EF—EF: ma E'F=EG', ed EF=EP= 
EU' dunque sarà EE' = G'H'= GH. 

Parimente, ED=EH - J- HD\ ma EH— E E', e HD=If E—E'F' 
—EF, dunque sarà ED = FP. 

221. Se da un punto A/(fìg. 41, 42, c 43 ) di una sezione coni- 
ca si conduca all’asse EE' di questa una perpendicolare MP\ e per 
lo stesso punto M si faccia passare un piano CMC' perpendicolare 
all’asse del cono, ovvero al piano della sezione principale ASB, il 
cerchio CMC, che ne risulta avrà per diametro la retta CC',c ui sarà 
perpendicolare la retta MB. Infatti questa retta è la comune se- 
zione de’piani MEIl , CMC, i quali sono ambidue perpendicolari 
al piano della sezione principale ASB. Ma nel cerchio il diametro 
divide in due parti eguali tutte le corde che sono ad esso perpendi- 
colari, per conseguenza l’asse EE' di una sezione conica dividerà 
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In. due parli eguali tulle le corde, che sono adesso perpendicolari. 

2-'2. Le cose precedenti danno una' idea compiuta della genesi 
delle curve di secondo grado per mezzo del cono, nondimeno sti- 
miamo dover aggiungere rii) che segue. Quando si taglia un cono 
con un piano inclinato alla base, il solido risultarne è un segmento 
di cono, il quale occupa nella geometria solida lo siesso luogo che il 
segmento di cerchio nella geometria piana. Or la base di quel seg- 
mento è precisamente ciò che si chiama sezione conica, e per conse- 
guenza la genesi di questa per mezzo del cono è perfettamente geo- 
metrica: purtuttavolta, una siffatta genesi non solo è difficile, ma è 
anche totalmente inutile nella pratica, cui soprattutto deve servire 
Iq geometria. Per questa ragione faremo conoscere in appresso di- 
versi modi di descrivere le sezioni coniche sul piano (/). 

CAPITOLO HI. 

Proprietà fondamentale delle sezioni coniche. 

223. Esposta la genesi delle sezioni coniche, passeremo ad inda- 
gare la proprietà di queste curve, che risulta dalla stessa genesi, ed 
è il fondamento di tutte quelle altre proprietà, che dimostreremo in 
progresso. 

Proposizione IV. 

224 . Le distanze di ciascun punto di una curva conica dal fuo- 
co e dalla direttrice corrispondente stanno fra loro in un rapporto 
costante (fig. 4l, 42, 43). 

Dim. Dimostreremo questo teorema per la sola ellisse, perchè la 
stessa dimostrazione si applica all' iperbole, ed alla parabola. 

Sia EMEf ( fig. 41 ) l’ellisse, E 1 il fuoco, NL la direttrice corri- 
spondente, MF v n raggio vettore, ed MP una perpendicolare all'asse 
della curva. Si conduca \ievMP un piano, perpendicolare al piano della 
sezione principale ASB, la sezione risultante sarà il cerchio CMC. 
Similmente, si faccia passare per la corda di contatto GG' del cer- 
chio GFG', un piano perpendicolare al piano della sezione princi- 
pale, la sezione risultante sarà il cerchio GKG 1 , il quale (n° 195) si 
potrà considerare come appartenente ad una sfera tangente alle due 


( I ) Era questa l’opinione di Newton, il quale parlando della genesi delle 
curve coniche per mezzo del cono, così si esprime. Talis aulem conicarum 
sectionum gentratio d’Jjfcilis est, et in rebus practicis , qui bus geometria 
potissimum inservire debel, prorsus inutili t. Arò. Unir, p. 3i4- 

Newton adunque , vale a dire il msssimo fra i geometri, non si contenta- 
va del solo bello geometrico, ma voleva che la geometria servisse alta pratica, 
e nondimeno certi Euclidisti pretendono che si debbano proscrivere dagli ele- 
menti di geometria tutte le proposizioni relative alle misure delle aje, e de’ 
volumi ! 


V 
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S eneratrici opposte SA, SB della superficie conica, etl all'asse E E' 
di' ellisse. Finalmente, si conduca il lato SM del cono , il quale 
incontrerà in un punto K la circonferenza di contatto della sfera 
col cono. 

Ciò premesso, i triangoli simili E CP, EGN danno la proporzione 
EC: EG : : EP: EN, 

e componendo si avrà j 

GC : EG : ; PN: EN. 

Ma CG = MK, e sono eguali fra loro le rette MK, MF, come tan- 
genti alla sfera GFKG', ( n° 196 ); ed EG = EF, per la stessa ra- 
gione, duuque sarà 

MF: EF ; ; PN: EN, 

ovvero permutando 

MF : PN :: EF: EN, 

Or il t’apporto di EF ad EN è determinato, perchè sono date le 
rette EF, EN; ed è poi PN eguale alla distanza del punto M alla di- 
rettrice NL, dunque nell’ellisse le distanze di un qualsivoglia punto 
M della curva dal fuoco e dalla direttrice corrispondente sono in un 
rapporto costante; eh era ciò che si doveva dimostrare. 

225. Scolio. Nel triangolo PL'E' ( fig. 4| ) I angolo esterno 
PCS è maggiore dell'interno ed opposto CPE ovvero dell'angolo 
verticale CPE: ma 1 angolo Pi.'S ss PCS, perchè il triangolo CSC ' 
è isoscele, dunque sarà l'angolo PCE maggiore dell'angolo CPE; e 
però sarà EP maggiore di EC. Or per le cose più sopra dimostrata 
si iia 

ec. eg::ep. en, 

dunque EG, ovvero EF, è minore di EN, vale a dire che 

Pieir ellisse la distanza del vertice E al fuoco F è minore della 
distanza dello stesso vertice alla direttrice NL. 

Al contrario, nell’ iperbole ( fig. 42 ) dev’essere EF maggiore di 
EN, perchè nel triangolo PCE l'angolo esterno CPEjc maggiore 
dell’interno ed opposto PC'E', ov\ero del suo eguale PCE; e per 
conseguenza nel triangolo ECP il lato EC è maggiore di EP. 

finalmente, nella parabola la distanza EF è eguale alla distanza 
EN, perchè in virtù delle parallele E E', SB, .l’angolo CPE è uguale 
all’angolo PCS, ovvero all’angolo PCE; e però risulta EC = EP. 

226. Definizione. 9. Il rapporto costante EF: EN delie distanze di- 
un punto di una curva conica al fuoco ed alla direttrice corrispon- 
dente, dicesi rapporto, o ragione determinante, perchè determina 
la specie della sezione conica. 

227. Corollario. Dalle cose precedenti si deduce che nella para- 
bola la ragioue determinante è di eguaglianza; e però questa curva 
resterà determinata, allorché sarà data la distanza del vertice dcll’as- 
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Se al fuoco, o alla direttrice. Si vede ancora che nell’ellisse la ra- 
gione determinante è di minore disuguaglianza , e nell’iperbole di 
•maggiore disuguaglianza (a). 

Proposizione V. 

228. Nell’ellisse, e nell ’ iperbole la ragione determinante è uguale 
a quella' dell’ eccentricità al semi-asse ( fìg. 41, 42 ). 

Dim- Sia 0 il centro deU'ellisse. o dell'iperbole. I triangoli simili 
ENG' ed E' PC danno la proporzione. 

EN: EG'\\ PN: CG‘. 

Ma E 1 G' = E'F, come tangenti al medesimo cerchio FGG', <* 
CG' — MK = MF per le cose dimostrate nella proposizione prece- 
dente, dunque si avrà 

EN: EF : : PN: MF. 

Or la ragione di PN a MF, è uguale a quella di NE: EF \ per 
la stessa proposizione precedente, dunque sarà 

EN: E'F : : NE: EF ; 

e per conseguenza ( n° 95 ) saranno armonici i quattro punti N, E 
F, E. 

Quindi per le proprietà della proporzione armonica ( n® 106 ) si 
avrà 

FO: OE : : OE: 0N, 

ovvero 

FO: OE : : FE: NE. 

Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione VI. 

229. Nell' ellisse, e nell’ ipei bidè . la ragione detei minante è 
uguale alla ragione dell asse alla distanza delle due direttrici (fig. 
41, 42). 

Dim. Nella proposizione precedente si è dimostralo che 
FO: OE : : OE: 0N. 


(u) Dalla ragione determinante si potrebbe far dipendere l’origine dolio 
druominazioiii di parabola, di clli.su, e d'iperbole, assegnate alle curve coni- 
che. Infatti, questi vocaboli derivino dalla lingua greca; il primo significa 
eguaglianza, d secondo difetto o minoranza, il terzo eccesso o maggioranza. 
Apollonio da Porga, che fu primo a dare questi nomi alla curve uccennatc, 
li ricavò da un'altra proprietà di queste curve, come si ved^à iu appresso. ' 
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Or se si moltiplicano per 2 i Icrmini della seconda ragiono! risul- 
terà. 

FO: OE : : WE: WN. 

Ma la ragione di FO: OE, cioè quella dellVccentricilà al semi- 
asse, è uguale alla ragione determinante, ed è poi 20E uguale al- 
l’asse EE 1 , e 2 ON alla distanza delle due direttrici, dunque la ra- 
gione determinante, nell’ellisse, e nell’iperbole, è uguale a quella 
dell'asse alla distanza delle direttrici. 11 che si doveva dimostrare. 

PnOPOSIZIOKE VII. 

230. In o gni sezione conica MER, se da un punto M della cur- 
va si conduca una re' la AHI, che incontri la direttrice IVI, sotto un 
angolo qualunque, sarà data la ragione del raggio vettore ME alla 
retta Al il ( fìg. 4Ó)- 

Dim. Dal punto A! si abbassi sulla direttrice la perpendicolare 
MI). E manifesto che la ragione di MF a Mll si compone delle ra- 
gioni di MF a MI), e di MI) a Mll. Ma la ragione di MF a AID è 
data, perchè è uguale alla ragione determinante, e la ragione di 
AID a AIR è anche data, perchè essendo dato l’angolo A1RD , sarà 
anche dato l'angolo DAlll, e però il triangolo rettangolo MDR è. 
dato di specie ( u u 27 ), dunque sarà data la ragione di MF a AIR. 
11 che si doveva. dimostrare. 

23 1 . iSco/»V>.,E facile il vedere che questa proposizione dà l'espres- 
sione lu più generale della proprietà fondamentale delle tre curve 
coniche, essendo la proposizione IV. un caso particolare di questa. 
Or fu dimostrato in altro luogo (n"135 j che quando la curva A1ER 
è una circonferenza di cerchio, il punto F un punto qualunque del 
diametro, ed il punto iV un paiolo conjugato a F, il rapporto delle 
distanze del punto Al ai punti F, e iV. era dato; per conseguenza 
si potrà conoscere per mezzo di questa proposizione il legame, che 
unisce il cerchio alle tre curve coniche. 

CAPITOLO IV. 

Risoluzione di alcuni problemi. 

232. Esposta la proprietà fondamentale delle sezioni coniche, l’ap- 
plichcrcnao in primo luogo alla descrizione di queste curve per 
punti sopra un piano: poi faremo vedere viceversa come una sezio- 
ne conica già descritta in un piano si possa adattare ad un cono 
dato. In tal modo si acquisterà l'idea compiuta della genesi c della 
proprietà fondamentale delle curve accennate. 
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ProposiziomeVIII. 


233. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, e la ra- 
gione determinante , descrivere l' ellisse per punti sopra un piano 

( fig- « ). 

Sol. Sia F il fuoco, e NL la direttrice corrispondente. Si abbassi 
dal punto F sopra Ni la perpendicolare FN, che si prolunghi 
verso Ef. Si divida FN nella data ragione nel punto E, questo sarà 
un punto della curva. Al punto F s’innalzi sopra la retta NE\a 
perpendicolare FC di tale lnnghezza che la ragione di FC a FN sia 
eguale alla ragione determinante, cioè a quella di FE ad EN, e si 
prolunghi la perpendicolare accennata finché sia CF = DF, i punti 
fi, e L) sarano due punti della curva. Per avere altri punti, si tirino 
le rette indefinite NC, ND, e da qualsivoglia punto P s’innalzi sopra 
NE' una perpendicolare, che incontra le rette accennate ne’ punti 
Q, e q. Ciò premesso, si ' ' ” 


M, e m. questi apparten 0 , a ! 

mili NPQ, NFC si ha la proporzione 


Or, PN è eguale alla distanza del punto M alla direttrice NL. e 
la ragione di CF & FN è uguale alla ragi ne determinante, dun- 
que ( n°224) il punto M appartiene alla curva, come pure il punto 
m. 11 che si doveva fare. 

23 1- Scolio Supposto che non si conoscesse la forma della curva, 
la costruzione precedente basta a farla conoscere, senza chesi trovi- 
no a 1 tri punti della curva. 

Dal punto E si conduca a NE la perpendicolare dtì, poi si con- 
giunga il punto B col punto F. la retta BF prolungata incontrerà 
la retta indennità NC in un ptmio b. Infatti, essendo la ragione de- 
terminante dell’ellisse di minore disuguaglianza, sarà FC minore 
di FN e per conseguenza l'angolo FNC è minore di mezzo retto, 
come pure il suo eguale DNF. Or per i triangoli simili NFC, NEA 
si ha CF : FN] ] E A: EN, ma CF : FN] ]EF: EN, dunque sarà A E t 
ovver o EB= EF, ed il triangolo EBF sarà isoscele, e però l’angolo 
EBF sarà mezzo retto. Dalle cose precedenti risulta cne la somma 
degli angoli CNB, FBN è minore di due retti, e per conseguenza 
le rette NC, BF prolungate si devono incontrare in b. Ciò premesso 
si abbassi da questo punto sopra NE' la perpendicolare bE' . che si 
prolunghi finché incontri la retta indefinita ND in a, il triangolo 
FEb sarà isoscele, perchè simile al triangolo EBF, onde risulterà 
E’b—E'F . Quindi se si faccia centro in F, e con un raggio eguale 
ad E‘b si descriva uu arco di cerchio, questo taglierà la retta ab nel 
solo punto E‘, e però sarà ab una tangente al detto arco, vale a 


PQ si descriva un arco 



PQ. PN CF; FN. 


Ma PQ = FM, dunque sarà 


FM; PN : : CF; FN. 
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«lire che ni di là del punto b' non esistono nitri punti dell? curva; 
Le stesse considerazioni si applicnuo facilmente al punto E Sicché 
*i può conchiudere che l’ellisse è una curva chiusa e simmetrica ri- 
spetto all'asse EE 1 , il quale divide iu due parti eguali tutte le corde 
ad esso perpendicolari, ecc. 

Proposizione IX. 

235. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, e la ra- 
aiotie determinante, descrivere ( iperbole per punti sopra un piano 

( % . 

Sol- Sia F il fuoco, ed NL la direttrice corrispondente. Si ab- 
bassi del punto F la perpendicolare FA' sulla direttrice, e si prolun- 
ghi indefinitamente dall’ una e dall’altra parte, poi si divida FA 
nella ragion data nel punto E , questo sarà un punto della curva, 
l'er avere a tri punti si prosegua la costruzione, come si è fatto per 
l'ellisse nella proposizione precedente, c si dimostrerà similmente 
che i punti C, D , AI, m appartengono alla curva, ecc. 11 che dove- 
va farsi. 

236. Scolio, Volendo conoscere la forma della curva, si congiun- 
ta» come nell’ellisse, il punto U col punto F, e si prolunghi la retta 
UF indelinitamcnte dall una e dalla! ra parte, questa incontrerà la 
retta NQ in un punto 6, come nrll'cllisse, ma dalla parte opposta, 
perché la somma degli angoli CN li. F UN è maggiore di due retti. 
Ciò premesso, l'arco descritto col centro in F, e col raggio FM =3 
PQ incontrerà sempre la retta Qq in due punti AI m; e però con 
questa costruzione si descriverà il ramo MEm dell’iperbole, il quale 
si estenderà all' infinito. Quando poi si farà centro in F, e raggio 
FL, si avrà il solo punto E della curva; e se il raggio è maggiore di 
FAI, ma minore di FE'=E'b, allora non si avrà alcun punto della cur- 
va. Finalmente, se si prenda il raggio eguale a FÉ', allora si avrà 
il punto E 1 , che sarà il vertice della curva opposto al vertice E, e 
facendo in seguito il raggio maggiore di FE', si avranno ad ogni 
operazione due punti del ramo dell iperbole opposto al ramo AlEm, 
come facilmente si vede ecc... 

Proposizione X. 

237. Essendo dato il fuoco eia direttrice, descrivere lo para- 
bola per punti sopra un piano (fig. 49 )■ 

Sol. Sia F il fuoco, e NL la direttrice. 

Dal punto F si abbassi sopra NL la perpendicolare FA, che si 
prolunghi indefinitamente verso P. Si dimostrerà, come nell’ellisse, 
che E A — Eh: ma EF è uguale ad FA, dunque i triangoli AEN , 
ENU, EUF, sono rettangoli, ed isosceli; e però gli angoli QNB, c 
NUS sono ambidue retti, e le rette NQ, US sono parallele. Quindi 
applicando la costruzione fatta nelle due proposizioni precedenti, si 
potranno trovare quanti punti si vogliono della parabola, c si vedrà 
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facilmente che questa curva non può avere che il solo ramo MEm r 
che si estende aH’iniinito. ccc. 11 che si doveva fare. 

PROPOSIZIONE XI. 

238. Essendo dato l asse c l eccentricità di un' ellisse, ed un co- 
tto retto, adattare l' ellisse sul cono ( fig. 44 J. 

Sol. Si costruisca il triangolo EDO 1 , nel quale si conosce il lato 
EE che dinota l'asse dell’ellisse, il lato DE eguale alla distanza 
de fuochi, e l'angolo E DE 1 , complemento dell'angolo formalo dalla 
generatrice SA del cono dato con l asse SE di questo medesimo 
cono. Ciò fatto , si divida il lato DE in due parti eguali nel punto 
O , e da questo punto s'innalzi lina perpendicolare sopra DE 1 , la 
quale incontrerà in un punto S il lato DE prolungato, li manifesto 
(n°20O, e 219 ) che il cono retto, che vien generato dalla rotazione 
di SA intorno a SE, «ara eguale al cono dato; e che il piano con- 
dotto per EE‘ perpendicolarmente al piano ASE, taglierà il cono 
secondo l’ellisse data. Il che si doveva fare. 

239. Scolio. Essendo il Iato E E' maggiore del lato DE, perchè 
nell'ellisse l'asse è maggiore della distanza de' fuochi; ed essendo 
acuto l'angolo EDE, il triangolo EDE si potrà sempre costruire, 
ed il problema ammetterà una sola soluzione, siccome si è dimostra- 
to nella geometria piana (4. edizione — n° 128). Da ciò si può 
concilili 'ere che 

(Jua hi coglia ellisse descritta sopra un piano può esser conside- 
rata come prodotta dalla intersezione di un cono retto con un 
piano. ■!, 

Proposizione XII. 

240. Essendo dato l'asse e l' eccentricità di un' iperbole, ed un 
cono retto, adattare Tiperbole sul cono ( fig 45 ). 

Sol. Si costruisca il triangolo EE'D, in cui sì conosce l’ angolo 
acuto EDE, complemento dell’angolo OSO, chela generatrice^» 
fa con l’asse SE del cono dato;di più, si conosce il lato DE, eguale 
alla distanza de’fuochi. ed EE eguale all’asse trasverso dell’ iper- 
bole. Ciò fatto, si divida il lato E'D in due parti eguali nel punto 
O, da cui s'innalzi una perpendicolare, che incontrerà il lato ED 
in un punto S. E manifesto ( n" 202, e 220 ) che il cono retto, il 
quale ha per asse la retta OS E, e per generatrice Aa, sarà egua« 
le al cono dato, e che il piano condotto per EE, perpendicolarmen- 
te al piano AS E, taglierà questo cono secondo l’ iperbole data. Il che 
si doveva fare. 

241 . Scolio. E da osservarsi che questo problema non si può sem- 
pre risolvere, e però non accade per l’iperbole ciò che abbiam ve- 
duto per l’ellisse. Infatti per l’iperbole l’asse trasverso è minore 
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della dista 111 a de’ fuochi, onde nel triangolo EDE', l’angolo acuto 
EDE si trova opposto al lato minore EE; e però un siffatto trian- 
golo potrà costruirsi, quando il lato EE è maggiore della perpen- 
dicolare EL , secondocliè si trova dimostrato nella geometria piana 
(4* ediz. n° 128). Or essendo dato di specie il triangolo rettangolo 
EDL ( n° 27 ) , sarà dato il rapporto del lato ED al lato EL : ma 
dev’essere LE minore di EE', dunque il rapporto di ED ad EL sarà 
maggiore del rapporto di ED ad EE'. Ma quando è dato il rapporto 
di ED ad EL , è dato l’angolo LED (n°28 ), il quale, in virtù della 
parallele LE, OF , è ugnale all'angolo OSI), metà dell’angolo for- 
mato dalle due generatrici opposte del cono; e quando è dato il 
rapporto di ED ad E E', vale a dire della distanza de’ fuochi all’ asse 
trasverso, vedremo in appresso che sarà data la metà dell’angolo 
di quelle rette, che si chiamano assinioti dell' iperbole. ( ii° 147 ), 
dunque il problema proposto potrà esser risoluto quando 

L'angolo delle due generatrici opposte del cono dato non è mi- 
nore dell'angolo, che fanno gli assintoti dell’iperbole. 

Proposizione XIII. 

24.2. Essendo dato un cono retto, e la distanza del vertice del- 
l' asse di una parabola al fuoco, adattare la parabola sul cono 
(fig. 50). 

Sol. Essendo dato il cono, si conosce l’angolo ASB, che fanno le 
generatrici opposte SA, Sii, e per conseguenza si conosce l’angolo 
supplemento SE E 1 , che la generatrice SA fa con l'asse E E 1 della pa- 
rabola. Ciò posto, si abbassi dal punto E la perpendicolare ED al- 
l’asse SE del cono, il punto O d’incontro sarà il con ro del cerchio 
GFG' tangente alle generatrici SA, SB, ed all’ asse E E. Infatti es- 
sendo 1 angolo SEE 1 supplemento dell’angolo ESB.cd essendo i tre 
angoli di un triangolo eguali a due retti, sari la somma degli angoli 
SED, SDE eguale all’angolo SEE 1 -, e però l'angolo SED sarà la 
metà dell'angolo SEE , ovvero sarà l’angolo SED = DEE'. Quin- 
di se si tirino le rette OF, OG, OG', sarà facile il vedere che i due 
triangoli OEF, OEG sono eguali fra loro, come pure i due trian- ‘ 
goli OGS, OG'S; e per conseguenza saranno eguali le rette OF, 
OG, OG' , ossia sarà il punto (J il centro del cerchio GFG'. Dalle 
cose precedenti risulta che nel triangolo rettangolo OEF e dato l’an- 
golo OEF-, ma è dato ancora il cateto EF, perchè è la distanza del 
vertice E dell’asse della parabola al fuoco F, dunque il triangolo 
OEF è dato di specie e di grandezza ( n° < v '2 ), e perciò si può co- 
struire. Fatta questa costruzione, si avrà il punto 0, da cui innal- 
zando sopra EO la perpendicolare OS, e fatto l'angolo OES=OEF, 
si avrà il punto S, ossia il vertice del cono, e la retta SEA. Quindi 
il couo descritto dalla rotazione di SA intorno a SF, sarà eguale al 
cono dato, ed il piano condotto per EE', perpendicolarmente al pia- 
no ASF , taglierà il cono secondo la parabola data. 11 clic si doveva 
fare. 
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243. Scolio. Apparisce da questa proposizione che 

Tutte le parabole possono essere adattate sopra un cono dat<K 

CAPITOLO V. 

Delle rette , che segano 0 toccano le sezioni coniche. 

244. Dalla genesi delle sezioni coniche per mezzo del cono, e da 
quella per punti sopra un piano, che abbiamo esposte ne' capitoli pre- 
cedenti, risulta evidentemente che l’asse dell’ellisse, e dell’iperbole 
incontra la curva in due punii; che quello della parabola la incon- 
tra in un solo punto, e che ogni corda perpendicolare all'asse di uria 
sezione conica incontra questa in due punti. Resta ora a parlare dcl- 
P incontro in generale delle rette con le curve coniche. 

Proposizione XIV. 

245. Una linea retta non può incontrar t una curva conica in 
più di due punti ( fig. 5 1 ). 

Dim. Infatti , se una linea retta unisce due punti qualunque D, 
ed £ situati sulle superficie del cono SACB, che non sono in linea 
retta col vertice S, il piano condotto per questo vertice e per i dua 
punti accennati, taglierà la superficie conica secondo le rette SA, 
SB, e per conseguenza la retta DE caderà dentro il cono , e non 
avrà di comune con la superficie conica che i soli punti D , ed E. 
Quindi apparisce che una linea retta DE non può incontrare l’ el- 
lisse, la parabola, o un ramo dell’iperbole, in più di due punti. 

Supponiamo ora che una linea retta D'E unisca due punti ed 
E‘ situati l'uno sulla superficie del cono SACB , e l'altra sulla su- 
perficie del cono opposto Sab. Facendo passare un piano per i tre 
punti S, E , E‘ , questo taglierà la superficie conica secondo le 
rette Aa, Bb\ e per conseguenza la retta EEoon avrà di comune 
con la superficie conica che i soli punti D 1 , ed E , e prolungata 
indeGnitamente daU’uua e dall'altra parte caderà dentro i due coni 
opposti. Fpperò risulta manifesto che una linea retta non può in- 
contrare i due rami opposti dell'iperbole in più di due punti. Dun- 
que in tutti i casi una linea retta non può incontrare una curva 
conica in più di due punti. Il che si doveva dimostrare. 

246. Diluizione La tangente ad una curva c la posizione, che 
prende una retta, che sega la curva in due punti, e gira intorno ad 
uno di questi punti, finché l’altro punto venga a confondersi con. 
esso. 

247. Scolo. Quando si considera la curva come limite di un po- 
ligono rettilineo iscritto , i cui lati decrescono indefinitamente , ri- 
sulta manifesto, che la tangente in un punto della curva è il limite 
della direzione di uno de’ lati o clementi del poligono;ciò che si suole 
esprimere con dire che la tangente indica la direzione dell’ elemento 
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della curva nel punto di contatto. Quindi la vera nozione della rei* 
ta tangente ad una curva consiste in questo, cioè chela retta fa con 
la curva un angolo minore di qualsivoglia angolo rettilineo, o in al- 
tri termini, che niun’altra retta si può condurre dal punto di con- 
tatto in quell’ angolo, fra la tangente e la curva. Or è manifesto che 
la nozione accennata si ritrova nella definizione precedente. Infatti, 
se per i punti P, c AI ( fig. 52 ) si conduca una retta PM, che giri 
intorno al punto M finche 1 altro punto P d’ intersezione venga a 
coincidere con esso, la retta medesima si confonderà con la retta 
MT, che sarà tangente alla curva nel punto M , perchè sarà neces- 
sariamente la retta più prossima all'arco AIE, in modo che nell’an- 
golo formato da quest’arco e dalla retta MT non si può condurre 
alcun’altra retta: perocché, se la nuova retta declina quanto poco si 
voglia dalla prima, già sarà una di quelle, che aveva con la curva 
un’altro punto d intersezione. Si può dunque conchiudere che la 
definizione precedente contiene la vera nozione della tangente, e 
conviene non solo alle curve coniche, ma a tutte le curve. 

Proposizione XV. 

24-8. Se una reila TR sega una curva conica EML in due pun- 
ti, e st muova parallelamente a se stessa, o intorno ad un punto 
qualunque '1 della sua direzione primitiva, finché i due punti P, 
e K d' intersessune si confondano in un solo M, la secante accen- 
nata si confonderà con la tangente TS in questo punto ( fig. 52). 

Dim. Si tirino le rette MP, MR. La somma de" tre angoli RAIS, 
RIUP, PMT, è uguale a due retti: ma anche la somma dei tre an- 
goli del triangolo PMR è uguale a due retti, dunque se si tolga il 
comune angolo PAlR.ssrh la somma degli angoli AIPR,MRP eguale 
a quella degli angoli RMS.PMT.Or sia che la secante TR si muova 
parallelamente a se stessa, sia che giri intorno al punto T, è evi- 
dente che quando i punti Pc li d’intersezionegiungono a confondersi 
col punto AI, le rette MP, MR si confonderanno con la taDgente 
TS in quel punto, perchè ciascuna avrà girato intorno al punto AI 
finché I altro punto d’ intersezione è giunto a confondersi con que- 
sto, dunque anche la secante TR si dovrà confondere con la tan- 
gente TS. 

11 che si doveva dimostrare. 

249. Scolio I. Questi due modi di generazione della tangente 
hanno luogo solamente quando si conosce che niun punto della cur- 
va proposta risulta dalla riunione di due rami distinti. Quii di i 
detti modi si possono adoperare nelle curve coniche, ma non già 
nelle curve in generale, come sarebbero, ad esempio, le due para- 
bole cubiche, delle quali abbiam parlato altrove ( n" 140 a 144). 
Infatti, in queste due curve ( fig. 29, e 30) il punto 0 risulta dalla 
riunione di due rami distinti UT, OS; e però ( fig. 29 ) sé AIR si 
muove parallelamente a se stessa, giunta che sa*à al punto 0, si 

13 
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confonderà con 1* reti» xx' tangente alla curva TS, tenia che du« 
punti d’intersezione si siano riuniti in un solo. Che poi la retta xx 1 
sia tangente alla curva, si dimostra facilmente facendo girare la se- 
cante OM intorno al punto 0 finché l’altro punto Al d’ intersezione 
Venga a coincidere col primo. 

Similmente (fig.30), si dimostra che la tangente alla curva TO .V 
nel punto Oc la retta xx’; ed intanto se la secante KM si muove 
parallelamente a se stessa, o intorno ad un punto K della sua dire- 
zione primitiva, finché i due punti d’ intersezione M , Al " con la cur- 
va si confondano nel solo punto 0, la secante accennala KM si con- 
fonderà con la retta yy ', la quale non è tangente alla curva hd ec- 
co perchè i due modi di generazione della tangente, che formano 
l’ohbietlo della proposizione precedente, sono stati limitali alle sole 
curve coniche, perchè dalla genesi e dalla proprietà fondamentale 
di queste apparisce chiaramente che niun punto di una curva conica 
risulta dalla riunione di due rami distinti. 

2b0. Scolio 2. Giova ancora osservare che una linea retta non 
può nel tempo stesso esser tangente e secante di una curva conica, 
perche in tal caso la retta accennata incontrerebbe la curva in più 
di due punti, essendo il punto di contatto equivalente a due punti 
d’intersezione per le cose dette più sopra. Quindi si deduce che se 
una linea retta non può nel tempo stesso toccare un ramo dell’iper - 
bole e segare l’ altro , neppure potrà esser nel tempo stesso tan- 
gente all’uno ed all’altro ramo. Queste considerazioni non si pos- 
sono applicare alle curve in generale. Infatti (lig. 29), la retta xx' 
è nel tempo stesso tangente e secante della curva TS ; e si vede fa- 
cilmente ( lig. 30) che una linea retta potrebbe toccare il ramo OT 
della curva TOS in un punto M, e segare in un altro punto il ra- 
mo OS. 

251. Scolio 5, Riunendo le cose fin qui esposte intorno alla tan- 
gente risulta. 

1°. Clie in un punto M ( fig. 52 ) di una curva conica non può 
esistere che una sola tangente. 

2°. Che una linea retta non può essere nel tempo stesso tangente 
e secante ad una curva conica. 

Tenendo poi presente che niun punto M di una curva conica ri- 
sulta dalla riunione di due rami distinti, o in altri termini, che in 
niun punto di una curva conica vi è cambiamento di curvatura, per- 
chè la curva accennata rivolge sempre la sua concavità verso 1 as- 
se, si può dedurne da tutte le cose precedenti che una linea retta 
TS sarà tangente ad una curro conica EML , quando avrà con que- 
sta un solo franto M di comune, e tutti gli altri punti carieranno 
fuori dell’arco EML continuato dalt'uua e dall’ altra parte del 
punto accennato («)- 



(») Nel trattai»' delle sezioni coniche dell’ilopital , ed in altri trattati an- 
core, si trova nesso conte definizione" che una linea retta *i ilice tangente 
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Infatti, poste le cose dette qui sopra, se la retta TS non è tan- 
gente alla curva, la vera tangente dovrebbe passare pel punto M, e 
cadere parte fra MS e l’arco ML , parte fra MT e l'arco ME, ed 
allora una sitiatta tangente e la retta TS avrebbero il punto M di 
comune senza intersecarsi; il che è contrario alla natura della li- 
nea retta; e però TS dev' esser tangente nel punto M. 

Proposizjone XVI. 

252. Essendo dato il fuoco di una curva conica, la direttrici 
corrispondente, e la ragione determinante, trovare i punti d' in- 
contro di una retta data colla curva, senza che questa sia descritta 

( c g-i> 3 )• 

Sol. Sia F il fuoco, NL la direttrice corrispondente, ed AE la retta 
data, che incontra la direttrice in un punto A. Si prenda un puntoC, 
e tirata CG perpendicolare alla direttrice, si divida Cti nel punto S 
nella ragione > data: poi Tatto « entro in C si descriva col raggio CS 
un cerchio. E manifesto che nel caso dell’ellisse, qual è quello del- 
la figura, il cerchio accennato non incontra la direttrice, perchè de- 
v’ esser CS minore di SG\ ma nel caso della parabola sarà tangente 
alla direttrice, perchè allora CS — S G; e finalmente nel caso del- 
l'iperbole taglia la direttrice, perchè CS risulta maggiore di SG. 
Nondimeno in tutti tre i casi si applica sempre la seguente costru- 
zione. 

Si conduca la retta CO parallela alla retta data AE, che incon- 
tra la direttrice in un punto 0, e da questo punto si tiri OQ paral- 
lela alla retta AF, che passa pel fuoeo. Possono accadere tre casi, 
cioè che la retta OQ incontri la circonferenza ne’ punti P, e Q , che 
sia a questa tangrnle nel punto li, o che non la incontri olfatto. 

Nel primo caso, si tirino i raggi CP, CQ, e poi dal fuoco F si 
conduca FM parallela a CQ, e FE parallela a CP, i punti M, ed E 
saranno quelli, ne' quali, la curva couica incontra la retta data. 

Infatti, si abbassi dal punto M sulla direttrice la perpendicolare 
MD. Essendo CG parallela a MI), e CO ad AM, saranno simili i 
triangoli rettangoli CGO, MDA, onde si avrà 

MA; MD : ; CO: CG. 

Parimente, essendo le rette CO, OQ. CQ, rispettivamente paral- 


ad una sezione conica , quanti» ha con questa un sol punto di comune, ed ha 
fuori di questa stessa tutti gli altri punti. Ci sembra che dalle cose, che al>- 
liiam esposte intoni i alla tangente, si possa facilmente dedurre che una tif- 
ata definizione non può ossi r mantenuta nello stato attuale delle scienze 
esatte, ma clic dcv'rsser una delle conseguenze della deiiuizionu delta tan- 
gente, che abbiaui data ( n‘ s46). 
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lelc alle rette AM, AF , FJU, saranno simili i triangoli CQO,MAF , 
onde si avrà 

MA: FM : : CO: CQ. 

Paragonando questa proporzione colla precedente, ed. osservando 
clic CQ= CS, risulterà 

FM: MD : : CS: CG. 

Quindi la ragione di FM a MD è uguale alla ragione determi- 
nante, e per conseguenza il punto M appartiene alla curva data. 
Abbassando dal punto E una perpendicolare sulla direttrice, si di- 
mostrerebbe come sopra che questo punto appartiene alla stessa 
curva. 

Nel secondo caso, si vede facilmente che la tangente OH si può 
considerare come la posizione che prende la secante OQ, quando i 
due punti P e Q d’intersezione si confondono nel solo punto //; per 
conseguenza la retta AK si potrà considerare come la posizione che 
prende la secante AE , allorché girando intorno al punto A della 
sua direzione primitiva, i due punti d’ intersezione M, ed E si con- 
fondono nel solo punto K, onde sarà AK tangente alla curva data, 
ed il punto K sarà il punto, in cui la curva medesima incontra la 
retta data. 

Finalmente nel terzo caso., è manifesto che il problema non si 
può risolvere. Il che si doveva fare. 

253. Coi ollario. Nel secondo caso, essendo simili i triangoli OCH , 
AKF, sarà l’angolo CHO— AFK ; onde risulta che. 

Se una reità AK è tangente ad una curva contea in un punto 
R, ed incontra la direttrice NL in un punto A, le rette FK, FA 
condotte dal fuoco al punto di contatto , ed al punto d’ incontro, 
sono perpendicolari fra loro. 

254. Scolio 1 . Quando la retta data è parallela alla direttrice, il 
punto A trovasi all'inllnito, e però la costruzione fatta nella propo- 
sizione precedente non può sussistere. In tal caso si trovano i punti 
d'incontro della retta data con la curva per mezzo della costruzio- 
ne esposta ( n° 233 ). 

255. Scolio 2. Se la retta data incontrasse la direttrice, ma pas- 
sasse pel fuoco, la costruzione esposta nella proposizione preceden- 
te neanco potrebbe sussistere. In tal caso, supposto che sia t' il 
fuoco, si prenderanno sopra la retta data AE i punti M, cd E in 
modo che sia 

FM. MA : ; F'E: EA ; ; CS: CO, 

ed allora i punti accennati saranno (juolli, ne’ quali la curva inter- 
sega la retta. Infatti la ragione di CS a CO si compone dalla ragio- 
ne di CS a CG, e di CG a CO. Ma la ragione di CS a CG è data, 
perchè è uguale alla ragione determinante, e la ragione di CG a 
CO è pure data, perchè essendo CO parallela alla retta data AE, è 
data l’ inclinazione di CO sulla direltrice,e per conseguenza il trian- 
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colo rettangolo CGO sarà dato di specie ( n° 24 ). Dunque è dato 
il rapporto di CS a CO, e però sarà ancora dato quello di F'M a MA, 
o di F'E ad FA, onde i punti M, ed dovranno appartenere alla 
curva conica data, come è stato dimostrato ( n° 230 ). 

Proposizione XVII. 

256. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, ed un 
punto di una curva contea, tirare una tangente in quel punto , sen- 
za che la curva sia descritta ( fig. 54 ). 

Sol. Sia F il fuoco, NL la direttrice corrispondente, e M un pun- 
to di una curva conica. Si tiri il raggio vettore FM, e dal punto F 
s’innalzi sopra FU una perpendicolare, la quale incontri la direttrice 
in un punto T : lilialmente si congiunga questo punto col punto dato 
M, la retta EMT sarà la tangente richiesta ( n“ 253 ). 11 che si do- 
veva fare. 

257. Scolio E manifesto che la costruzione precedente si applica 
anche quando la curva è descritta. 

Proposizione XVIII. 

258. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, ed una 
tangente, determinare la curva conica ( fìg. 54). 

Sol. Sia F il fuoco, NL la direttrice corrispondente, e TE una 
tangente della sezione conica, che si deve determinare. 

Si congiunga il punto T, ore la tangente incontra la direttrice, 
col fuoco F, e da questo punto s'innalzi sopra FT la perpendicola- 
re FM, che incontri la tangente in un punto M: è manifesto (n°253) 
che questo sarà il punto di contatto, c per conseguenza sarà un pun- 
to della curva richiesta. Ciò premesso, si abbassino sulla direttrice 
le perpendicolari MP, FG, si divida l’angolo PMF in due parti 
eguali per mezzo della retta MO, e finalmente si conduca sopra FG 
la perpendicolare OD: il punto D sarà il vertice dell’asse della ctir- 
va. Infatti, nel triangolo PMF si è diviso l’ angolo PMF in due parli 
eguali per mezzo della retta MO, dunque la base PF sarà divisa nei 
segmenti OF, OP proporzionali ai lati adiacenti FM, PM, onde si 
avrà 

FO: OP : : MF: MP. 

Ma nel triangolo PGF, la retta OD parallela al Iato PG divide 
gli altri due lati in parti proporzionali, vale a dire che si ha 

FO: OP : : FD: DG , 

dunque paragonando questa proporzione con la precedente, si avrà 

MF: MP ; : FD: DG, 
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e per conseguenza la ragione di FD e DG sarà eguale alla ragione 
determinante, che è quella di MF a MP. Quindi il punto tì sarà il 
vertice dell'asse della curva, e questa resterà determinata. Il che si 
doveva fare. 

Pkoposizionb XIX. 

259 Le tangenti AM, AM' condotte per gli estremi di una cor- 
da MM', che passa pel fuoco F di una sezione conica, concorrono 
nella direttrice NL , ed ivi formano un angolo acuto nell'ellisse, 
retto nella parabola , ottuso nell' iperbole fig. 55 ). 

Dim. Infatti, se pel fuoco F si conduca sulla corda MM' la per- 
dendicolare FA, che incontra la direttrice in un punto A, le rette 
AM, AM' saranno tangenti alla sezione conica MEM' ( n“ 253 ). 
Condotte poi le rette MD, M'D perpendicolari alla direttrice, sarà 
nell’ellisse il raggio vettore MF minore , eguale nella para- 
bola, e maggiore nell iperbole della perpendicolare MI). Nel 
primo caso , ì due triangoli rettangoli MFA, MDA hanno la stessa 
ipotenusa MA, ma il cateto MF è minore del cateto MD, per conse- 
guenza dovrà esser l’ angolo F M A maggiore dell'angolo DMA, come 
si vede nella fig. 56, dove gli angoli AFM, ADM sono iscritti in un 
semicerchio, che ha per diametro l’ipotenusa yrf.t/. Quindi sarà l’an- 
golo DAM maggiore dell’angolo FAM. Nello stesso modo si dimo- 
strerà (fi. 55) che l’angolo DAMI è maggiore dell' angolo FAM', 
dunque la somma degli angoli DAM,D'AM' è maggiore dell’angolo 
MAM 1 : ma questi tre angoli sono eguali a due retti, per conse- 
guenza l'angolo MAM 1 deve esser minore di un retto. Si comprende 
ora perchè l’angolo MAM' dev’esser retto nella parabola, ed ottuso 
nell iperbole. Il che si doveva dimostrare. 

260. Scolio La reciproca di questa proposizione è manifesta , 
vale a dire che se da tali’ i punti della direttrice di una sezione 
conica si tirino delle coppie di tangenti, tutte le corde di contatto 
si taglieranno in un solo e medesimo punto, che sarà il fuoco della 
sezione conica. 

Infatti, se si tirino le tangenti AM,AhP,e si tirino i raggi vettori 
FM, FM', e la retta FA , gli angoli AFM, AFM' dovranno esser 
retti ( n° 253 ); e però i raggi vettori accennati formano una sola 
linea retta MM', che sarà la corda di contatto delle due tangenti (x). 


(*) Partendo da questa proprietà si può comprendere perchè alcuni geo- 
metri abbiano dato alla direttrice il nome Ai linea di sublimità, di cui fa- 
cemmo menzione nella nota (s). Infatti, in vece di dire: se dal punto A si 
tirino le tangenti AM, AM 1 , essi sogliono dire: se dal punto A cadano le tan- 
genti AM, AM', e cons dorano il punto A elevato al di sopra della curva, o 
come essi dicono, posto in sublime. Ma mettendo da p irte questi nomi, che 
■on più si adoperali.’ nelle istituzioni moderne, giova osservare elio la pro- 
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Proposizione XX. 

26 1 . Jn una sezione conica , qualsivoglia raggio vettore FM è 
uguale alla perpendicolare MP all'asse FP, prolungata finché in- 
contri in un punto Q la tangente condotta dal piede della direi* 
trice ( fìg. 47, 48, e 49 ). 

Dim. Si congiunga il fuoco F col punto di contatto C della tan- 
gente NQ, l’angolo NFC sarà retto fn° 253 ); e per conseguenza 
saranno simili i triangoli NFC, NPQ. Quindi si avrà la propor- 
zione. 

PQ PN:: FC: FN- 

Ma per la proprietà fondamentale delle sezioni coniche ( n°224) 
si ha 

FM: PN : ; FC: FN, 

dunque sarà PQ = FM. Il che si doveva dimostrare. 

CAPITOLO VI. 

Trasformazione delle sezioni coniche. 

• 

262. Meritano di essere esaminate le circostanze, nelle quali una 
sezione conica cambia natura, o si trasforma in un'altra. Perocché, 
lo studio di siffatte trasformazioni fa conoscere il legame, che uni- 
sce le corvè coniche fra loro, e sotto quali condizioni le proprietà 
dell una divengono proprietà dell'altra . Le stesse trasformazioni ser- 
vono ancora a mostrare perchè certe proprietà competono ad una 
sezione conica, e non ad un’altra. Purtuttavolta giova avvertire che 
in qneslo luogo ri limiteremo a parlare delle trasformazioni accen- 
nate in un modo generale. 

26S. È noto che se un cono retto SAKB ( ftg. 40 ) ai taglia con 
un piano AKB perpendicolare all’asse del cono, la sezione sarà un 
cerchio, che ha per diametro AB Or se nel triangolo ASB, che 
passa per l’asse del cono, s’iscriva il cerchio GEF , é manifesto che 


prietà sopraccennata non appartiene alla sola direttrice, ma appartiene an- 
cora ad altre linee rotte in guisa chi* se da tutt’i punti di una di queste lince si 
tirino delle coppie di tangenti aduna sezione conica, le corde di contatto si 
tagliano tutte in un medesimo punto. E poiché le corde accennate sembrano 
girare intorno a questo punto a misura che il punto, da cuj partono le tangenti 
s’uljontana di più in più sulla retta data;perció si è data ad un tal punto il no- 
me di polo, e quello di rotare alla retta, d • cui partono le tangenli Quindi 
qualche g' omelia hi proposto di dare a li direttrice il nome di polare foca- 
le , perchè il polo corr spo ideute a questa retta c i! fuoco della sezione co- 
nica. 
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questo cerchio toccherà il diametro AB in un punto E, che Mrà il 
centro del cerchio A KB; e che la corda GF del cerchio GMF di 
contatto della sfera GMEF col cono sarà parallela al diametro AB. 
Quindi nel cerchio non ci possono essere ne'fuochi, ne’direttriei: . 
nondimeno se si volesse considerare il cerchio come proveniente dal la 
situazione, che prende il piano EMR ( fig. 41 )» dm produce l’ellisse, 
allorché giunge ad esser perpendicolare all’asse del cono, si potreb- 
be considerare il cerchio come un'ellisse, i cui due fuochi si sono 
riuniti nel centro del cerchio medesimo, e le direttrici si ritrovano 
all’infinito. Infatti, a misura che il piano secante MER si avvicina 
ad esser perpendicolare all’asse del cono, i due fuochi dell’ellisse 
tendono a confondersi in un solo, ed il piede N della direttrice NL 
si allontana di più in più dal fuoco corrispondente; e per conseguen- 
za quando il piano MER diviene perpendicolare all’ asse del cono, 
i fuochi si confonderanno in un sol punto, ed il piede della direttri- 
ce si troverà ad una distanza infinita dal fuoco F, perchè allora sarà 
GG' parallela ad EE' . Se dunque si consideri l’asse AB ( fig. 32 ) 
dell'ellisse ACBD come diametro del cerchio AEBL , questo cerchio 
medesimo si potrà considerare come il limite di tutte l’ellissi, che 
hanno AB per asse comune. Siffatto concetto giova a far conoscere 
come le proprielà dell’ellisse restano modificate, quando si trasfor- 
mano in proprietà del cerchio, e viceversa. 

264. Supponiamo ora che il piano MER ( fig, 41 ), che produce 
l’ellisse, si muova paralielelamente a se stesso, finche arrivi a pas- 
sare pel vertice S del cono. 

È manifesto che in tale situazione il piano accennato non incon- 
trerà alcuno de’ due coni opposti SAB , Sab\ e per conseguenza l’el- 
lisse si ridurrà ad un punto, e cambierà natura. Ma se per 1 oppo- 
sto si supponga che il piano EMR si muova parallelamente a se 
stesso verso la base del cono, allora si avrà una serie infinita di el- 
lissi tutte diverse nella grandezza, ma non nella forma, vale a dire 
saranno tutte simili fra loro. Infatti, vedemmo ( n° 33 ) che per es- 
ser simili due curve devono esser limiti di poligoni simili di un nu- 
mero infinito di lati, ciascuno infinitamente piccolo. Or il cono retto 
essendo il limile di una piramide regolare di un numero infinito di 
facce, ciascuna infinitamente piccola, ne consegue che quando il 
piano secante, che produce l'ellisse, si muove parallelamente a se 
stesso verso la base del cono, tutte l’ellissi, che ne risultano, sa- 
ranno tutte limili di poligoni simili di un numero infinito di lati, 
ciascuno infinitamente piccolo, e però l’ellissi medesime saranno 
simili. 

265: Inoltre si vede che nel muoversi il piano MER parallela- 
mente a se stesso verso la base del cono, i triangoli ECP, EGN re- 
stano sempre simili; e per conseguenza le rette EG,EN, ovvero Et, 
EN variano in grandezza, ma illoro rapporto rimane sempre lo stesso. 
Quindi in tutte l’ellissi, che risultano dal movimento accennato , la 
ragione determinante è sempre lasUssa. E poiché nell ellisse la ragione 
determinante è ugualeaquella dell'eccentricità al semiasse (n°228);e 
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tulle I’cIIìkì si possono adattare ad un dato cono ( n° 239), sì potrà 
conchiudere che 

Dito ellissi sono simili, quando le loro eccentricità sono propor- 
zionali agli assi. 

266. Se il piano secante MER ( fìg. 42), che produce l' iperbole, 
si muove parallelamente a se stesso, le iperboli, che ne risultano, 
saranno tutte differenti nella grandezza, ina non nella forma, vale 
a dire saranno tutte simili. Infatti, in tal caso gli assi e l’eccentri- 
cità variano, ma si dimostra come più sopra che le iperboli accennale 
sono limiti di porzioni di poligoni simili di un numero infinito di 
Iati, ciascuno infinitamente piccolo. 

Quando poi il piano secante MER ( fig. 57 ) sarà giunto a pas- 
sare pel vertice S comune ai due coni opposti SA lì, Sab, allora 
(n° 186 ) produce duo rette indefinite SL, SD, che s’intersegano 
nello stesso vertice, onde l’ iperbole si trasforma in questo due rette, 
e cambia natura. Questa trasformazione merita di esser esaminata. 

267. Per i punti L, c D si tirino al cerchio ALB , base del cono, 
le tangehti LK, DG\ poi per le rette SL, LK si faccia passare un 
piano, come pure per le rette SD, DG. E manifesto che questi due 
piani saranno tangenti alla superficie conica, e incontreranno il 
piano dell’iperbole MER secondo le due rette indefinite, KO, e GO, 
che si tagliano nel punto 0. Or essendo paralleli i piani MER, DSL, 
gli angoli DSL, GOK dovranno esser eguali fra loro. Inoltre, es- 
sendo U rette GO, KO situate sul piano della curva c su i piani 
tangenti, ne segue evidentemente che prolungate esse retie indefi- 
nitamente dall'ima e dall’altra parte non potranno mai incontrare 
nè l’uno, nè l'altro ramo dell’iperbole: e però queste rette sono 
quelle, che altrove (n° 147 ) abbiam chiamate assintoli dell’iper- 
bole. Infatti se uno de’piani tangenti SLK, ad esempio, si concepi- 
sca muoversi intorno alla retta di contatto SL verso la superficie 
conica, è evidente che in questo movimento il piano accennalo ta- 
glierà il piano MER dell’iperbole secondo una lineo retta parallela 
alla linea OK\ e poiché il piano medesimo SLK cessa di esser tan- 
gente, e diviene secante, così risulta manifèsto che ogni retta. tirala 
nel piano dell’iperbole parallelamente ad OK, dovrà segare' la curva 
MER in un solo punto. Quindi la distanza compresa fra OK e la cur- 
va sarà sempre minore della distanza compresa fra la stessa OK e la 
sua parallela, per quanto piccola si voglia concepire questa seconda 
distanza. Da ciò risulta clic le rette OK, OG s avvicinano ai' rami 
dell’iperbole per una quantità minore di qualunque assegnabile, 
senza poter mai coincidere con essi; e per conseguenza esse rette 
sono assintoli dell’iperbole. 

268. Dalle cose precedenti apparisce che le rette SD r SL pro- 
lungale indefinitamente dall’ima e dall'altra parte si possono con- 
siderare come assintoli di tutte le iperboli , clic vengono prodotte 
dal piano M ER , allorché questo 6Ì muove parallelamente a se stesso. 

E poiché i rami dell’iperbole si trasformano nelle rette SD, SL r 
quando il piano accennato arriva a passare pel vertice S cosi nc so- 
li 
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glie che gli assintoti si possono considerare come un’ iperbole, il cui 
asse trasverso è nullo. 

26g. Si deduce ancora dalle cose precedenti che 

Due iperboli sono simi'i quando gli angoli assiutotici sono eguali 
_fra loro. 

Or si vedrà in appresso che gli angoli assintotici sono eguali, 
quando le eccentricità sono proporzionali agli assi trasversi, per con- 
seguenza si può conchiudere che 

Due inerbali sono simili quando le eccentricità sono proporzio- 
nali agli assi trasversi 

270. Se il piano MER ( fìg. 43), che produce la parabola, si 
muove parallelamente a se stesso, le parabole, che ne risultano, sa- 
ranno tutte di differente grandezza , perchè saranno diverse le di- 
stanze del vertice dell'asse al fuoco; ma saranno tutte simili per le 
ragioni dette più sopra. Inoltre essendo il piano MER parallelo al 
piano, che tocca il cono secondo la retta SU, e potendosi ( n°243 ) 
ogni parabola considerare come prodotta dalla sezione di un dato 
cono con un piano, risulta manifesto che 

Tutte le parabole sono simili. 

271 . Quando il piano MER si muove parallelamente a se stesso 
verso il vertice S ilei cono, la parabola MER si restringe di più in 
più verso il suo vertice E\ e quando poi il piano accennato sarà giunto 
a confondersi col piano tangente al cono, allora i due rami E.tl, ER 
«Iella curva si confonderanno con la linea di contatto SU, e la para- 
bola cambierà natura. Ma (piando il piano MER si muove verso la 
base del cono, allontanandosi dal vertice S. allora la curva si allarga 
di più in piti verso il suo vertice E, ed i due rami Eli, ER tendono 
a confondersi con la linea che tocca la curva nello stesso punto E. 

272 Passeremo ora a vedere come una sezione conica si trasfor- 
ma in un’altra. 

Supponiamo che l’ellisse (fig.58) la parabola Art", e l’iperbole 
'EH' abbiano lo stesso vertice E, e lo stesso fuoco F. Sia M la diret- 
trice della parabola, sarà EF=EN\ per conseguenza il piede N 1 della 
direttrice dell’iperbole dovrà cadere fra i punti E ed iV, perché dev’ 
essere in tal caso EF maggiore di EN 1 . Per l’opposto il piede N" 
della direttrice dell’ellisse dovrà cadere fra i punti Ned E 1 , perché 
nell’ellisse dev’essere EF minore di EN". 

Ciò premesso, fu dimostrato (n° 228 ) che i quattro punti N", E, 
F, E' sono armonici; per conseguenza se si supponga cho il punto 
N“ s’avvicini al punto N, rimanendo fissi sempre il vertice E , ed 
il fuoco F, comuni alle tre curve, il punto E‘ conjugato al punto 
A’ dovrà allontanarsi da questo. Infatti, quando il punto N " sarà 
giunto a confondersi con N, il punto E 1 si troverà ad una distanza 
infinita dal suo conjugato E, perché allora questo punto sarà il punto 
di mezzo della distanza NF interposta fra i punti N e F (u° 102 ). 

Inoltre se al punto F s innalzi sopra EF una perpendicolare, 
che incontri l'ellisse in r, la parabola in v\e l’iperbole in v", si ve- 
drà facilmente che dovendo essere nell’ellisse la Fv minore di FN " , 
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perchè si ha Fv: FN" ; : FE: EN" (n° 224), 

la perpendicolare Fv anderà crescendo a misura che il punto Di" 
s'avvicinerà al punto A , e che si dovrà coufondere con /V, 
quando il punto A" sarà giunto a coincidere con A. Quindi al- 
lorché l'asse EBf dell'ellisse diviene infinito, 1 ellisse EU si tra- 
sforma nella parabola EH. 

273. Seguitando a muoversi il puuto Di", appena avrà sorpas- 
sato il punto A, e sarà giunto in \n» punto A ( intermedio ai due 
punti A ed E , la perpendicolare /V anderà crescendo e si con- 
fonderà con Fv" , il punto conjugato ad E apparisce di bel uuo- 
vo . ma si troverà in E" in una direzione opposta a quella, in 
cui si trovava prima che il punto Di" fosse giunto a confondersi con 
A. Quindi la parabola EK si trasformerà nell’iperbole EK! , E"K" . 

274. Se il punto Di' , si supponga avvicinarsi al punto A, l'i- 
perbole varierà di grandezza, ed il raggio vettore Fv" anderà dimi- 
nuendo a misura che il punto A' si avvicinerà a A. Quindi il 
punto E" , conjugato ad E. si dovrà allontanare da E ; e per 
conseguenza il ramo E" K" dell’ iperbole si allontani rà dal ramo 
EK', e lo stesso ramo E"K" si troverà ad una distanza infinita da 
EK'. ossia non esisterà più. allorché il punto Di' sarà giunto a con- 
fondersi col punto A, ovvero quando l'iperbole EK sarà trasfor- 
mala nella parabola EK. 

275. Dalle cose precedenti si deduce che 

La parabola è il limite dev’ellissi, che hanno uno stesso ver- 
tice E. ed uno stesso fuoco F. 

Si può dire ancora che 

La parabola è un'ellisse, 0 uri iperbole, il cui asse trasverso 
è infinito. 

Nondimeno è facile il vedere che la parabola non polrebb es- 
sere nel tempo stesso 1 una e l'altra. 

276. Quando l'ellisse EDE' si trasforma nella parabola Eh, 
niuu raggio vettore FU diviene infinito, perchè dalle cose dette 
(u“ 255) apparisce che un ragaio vettore della parabola nou può 
divenite infinito se non nel solo caso, in cui si confonda con 
l’asse. Ma quando l'ellisse si trasforma nell iperbole EK', allora 
infiniti raggi vettori acquistano una lunghezza infinita, come è 
facile vedere immaginando che il raggio vettore FU sia parallelo 
ad un assintoto dell’iperbole EK'. Or siccome il punto E" si pilo 
concepire come prodotto dallasse EE dell ellisse, divenuto infi- 
nito, e preso in una direzione opposta a ([nella che prima ave- 
va, cosi gli altri punti del ramo E"K" dell’iperbole opposto al 
ramo EK' si possono considerare come prodotti da que' raggi 
vettori infiniti presi in una direzione opposta. Quindi siccome si 
può dire che la parabola è un'ellisse infinita, così si potrebbe 
dire che 1 iperbole è uri ellisse più che infinita, intendendo con 
questa espressione che quando 1 asse dell’ellisse, ed i raggi vettori 
accennali sono divenuti infiniti, assorbendo tutto lo spazio dalla 
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parte ED , essi non possono più crescere che dalla parte opposta, 
dove , come abbiam detto, producono il punto E ", e gli altri punti 
del ramo E‘ , K" dell’iperbole opposto al ramo EK'. 

277. Finalmente, apparisce dalle cose precedenti che se l’origi- 
ne delle coordinate si supponga situala nel punto E, ad una data 
ascissa EF corrisponderà nell'iperbole un’ordinata Fv“ maggiore 
dell’ordinata Fv' della parabola; e che per conseguenza i rami del- 
1’ iperbole s’allargano più de’rami della parabola. 


i 
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278. Nel libro precedente abbiam considerato le curve coniche 
in un modo generale, e ci siamo limitati a parlare di alcune pro- 
prietà comuni ad esse curve. Passeremo ora a considerare ciascuna 
curva in particolare. 

CAPITOLO I. 

Deir ellisse riferita agli assi. 

279. L’ellisse è stata fin qui riferita ad uno dcTuochi ed alla di- 
rettrice corrispondente; ma si può ancora riferirla ad un sistema di 
assi rettangolari. Prenderemo in primo luogo per asse delle ascisse 
l’asse EE 1 (lìg. 47 ) della curva, e per asse delle ordinale la tangente 
verticale AB, o ab, eioè la tangente condotta dal vertice E, o dal 
vertice E, che sarà l’origine delle coordinate. In tal caso la perpen- 
dicolare MP, abbassata da un punto M della curva sull’asse EE, 
sarà l'ordinata di questo punto, e le ascisse corrispondenti saranno 
i segmenti EP, ed E'P, ne’quali l'asse EE tfien diviso dall’ordinata 
medesima. 

Proposizione I. 

1 

280. Nell'ellisse, il guairato di itti ordinata MP all'asse EE' sta 
al rettangolo i elle ascisse corrispondenti, come il rettangolo dei 
segmenti EF, FÉ', ne’ guati l’asse è diviso dal fuoco F, al guadrato 
del semiasse EO ( fig. 47.) 

Dim. Sia NL la direttrice corrispondente al fuoco F, ed N il pie- 
de della direttrice medesima, da cui si conducano le tangenti late- 
rali NC, ND, le quali incontrano le tangenti verticali AB, ab nei 
punti A e B,a e o. Si prolunghi l’ordinata MP finche incontri le 
tangenti laterali ne'punti Q, e g: si tiri il raggio vettore FAI, e si 
conduca la retta BG parallela all'asse EE. Finalmente si tirino le 
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rette, BF, Fb, le quali formano una sola linea retta, perehè si è di- 
mostrato ( n° 234 ) che EB = EF , ed Eb=E'F. v 

Or essendo PQ = Pq, sarà Sq. la somma delle due rette PQ, PS, 
c SQ la differenza delle rette medesime. Quindi il rettangolo SQX 
So sarà eguale al quadrato di PQ meno il quadrato di PS. Ma PQ 
è uguale al raggio vettore FM ( n° 261), e PS —FP per la simi- 
glianza de’triangoli FPS, FE'b, dunque il rettangolo SQxSq ri- 
sulta eguale al quadralo di FM meno il quadralo di FP, ossia e- 
guale al quadralo dell’ordinata MP , per la proprietà del triangolo 
rettangolo FMP. , 

Ciò premesso, i triangoli simili BSq , Bòa, e BSg, BbG, danno 

Sq : ab ; ; BS : Bb, 

BS : Bb : : Bg: BG. 

e per conseguenza bì avrà 

Sq : ab ; '. Bg: BG. 

Ma ab = 2FE, Bg = EP, e BG = EÉ\ dunque sarà 

Sq: 2 FE 1 : : EP: EE 1 .... (t). 

Parimente, i triangoli simili ABb , SQb, e BbG, BSg danno 

SQ: AB'.'. Sb: Bb, 

Sb :Bb : : Gg: BG, 

e per conseguenza si avrà 

SQ: AB : ; Gg: BG. 

Ma AB=2EF, Gg — PE', c BG—EE 1 , dunque sarà 
SQ: lEF'.'.PÈ: EE.... (2). 

Moltiplicando per ordine le dne proporzioni (1), e (2), si avrà 

SQxSq: iEFxFE ; \EPXPE 1 : ÉÌF 

Or il primo conseguente di questa proporzione è il quadruplo del 
rettangolo de’segmenti EF, FE, ed il secondo conseguente è il 
quadruplo del quadrato del semiasse EO: se dunqne si prenda la 
quarta parte dell'uno e dell’altro conseguente, e si tenga presente 
che il rettangolo SQxSq è uguale al quadrato dell’ ordinata MP, 
si avrà 

MP*: EFE ’ : EPE: MP, e permutando 
MP': EPE : : EFE: ÉCT. 

11 che si doveva dimostrare. 

281. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 
Nell'ellisse , * quadrati delle ordinate all'asse EE' stuniu come i 
rettangoli delie ascisse corrispondenti. 
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282. La retta CD, condotta dal centro 0 dell' ellisse perpendi- 
colarmente oli asse AB, divide in due parti eguali jualsicoglia 
corda MM 'parallela all asse medesimo (fig. 59). 

Dim. Si conducano le ordinate HIP, fll'P perpendicolari all’asse 
AB', la figura MPPM' è un rettangolo, e però essendo MP=M'P , 
devono essere ancora eguali i rettangoli APB , AP tì delle ascisce 
corrispondenti pel corollario della prdposi ione precedente. Ma il 
rettangolo APB è uguale al quadrato di OB meno il quadrato di 
OP, perchè AP è la somma, c PB la differenza delle due rette AO, 
éd OP, e per la stessa ragione il rettangolo APB è uguale al qua- 
drato di meno il quadralo di OP, dunqu" sarà il quadrato di 
OP eguale al quadralo di OP 1 , ovvero sarà OP— OP, vale a dire 
EIU=EM'. Il che si doveva dimostrare. 

283. Scolio. Per questa proprietà si è dato alla retta CD il nome 
di secondo asse dell’ellisse, perchè la proprietà del primo asse AB, 
cioè di quello, che proviene dalla genesi della curva, consiste ap- 
punto nel dividere in due parti eguali tutte le corde perpendicolari 
ad esso ( n° 23 1). 


P ilOPOS I7.I0N E III. 

28 i. Il secondo asse CD dell ellisse è minore del primo asse AB 
(fig. 59). 

Dim. Sia HIP un’ ordinata al primo asse, e F uno deTuochi del- 
1 ellisse. Polendosi il semiasse CO considerare come un’ordinata al- 
l’asse AB. sarà ( n° 23 1 ) 

JIP: APB ; ; CO*; utf. 

Ma da un’altra parte si ha ( n° 230 ) 

toP’: APB ; ; AFB : OD \ 

dunque sarà 

AFB: oti* ! : CO 1 : Oh *; e 

per conseguenza il rettangolo de’segmenli AF, FB, ne’quali l’asse 
AB è diviso dal fuoco Fè uguale al quadratodi CO.Ma il rettangolo 
accennato è minore del quadrato di AO. perchè è uguale al qua- 
drato di AO meno il quadrato di FO, essendo FB la somma, e FA 
la differenza delle due rette AO e FO, dunque sarà il quadratodi 
CO minore del quadrato di AO vale a dire sarà CO minore di AO, 
o infine CD minore di AB. Il che si doveva dimostrare. 

285. Scolto. Si può ora comprendere perchè si sia dato al secon- 
do asse dell’ellisse il nome di asse minore , ed al primo quello di 
asse maggiore. 
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286; Corollario . A ppar isce dalla dimostrazione precedente che 

Nell’ellisse, il quadrato del semiasse minore CO è uguale al qua- 
drato del semiasse maggiore AO meno il quadrato dell'eccentrici- 
tà FO. 

Proposizione IV. 

287. Nell'ellisse, il quadralo di uri ordinata ME, perpendicolare 
aitasse minore CD, sta al rettangolo CED delle ascisse corrispon- 
denti come il quadrato del semiasse maggiore OB al quadrato del 
semiasse minore CO ( fig. 59. ) 

Dim. Essendo AP la somma delle due rette AO, OP, e PB la dif- 
ferenza delle stesse rette, sarà il rettangolo APB e guale al quadrato 
di AO, o di OB, meno il quadrato di OP ; e per conseguenza (n° 40) 
sarà il quadrato di OP eguale al quadrato di OB meno il rettangolo 
APB. Similmente, essendo DE la somma, e CE la differenza delle 
due rette OC, OE, sarà il rettangolo CED eguale al quadrato di 
OC meno il quadrato di OE. 

Ciò promesso, essendo MP, CO ordinate all'asse AB, ed essendo 
AIP= OE, si ha la proporzione 

Òtf: C(P ! : APB: OB’, 

e dividendo risulterà 

VC’: OC’ —VE’'.'. VB’: UB ’ — APB, 

ovvero 

OC’ : CED ; ; OB: OP 1 . 

Ma OP— AIE, dunque sarà in fine 

ìTe 1 : CED : : OH’: CO 1 - 
Il che si doveva dimostrare. 

288. Corollario I. Dalle proposizioni precedenti si può dedur- 
re che 

NelT ellisse i quadrati delle ordinale ad uno degli assi stanno 
fra loro come i rettangoli delle ascisse corrispondenti. 

289. Corollario II. Si può dedurre anche che 

Neir ellisse, il quadralo dell' ordinala ad uno degli assi sta al 
rettangolo delle ascisse corrispondenti, come il quadrato delta metà 
dell’altro asse al quadrato della metà del primo. 

290. Sco/io. Quest’ultimo teorema olire il mezzo di riferire l’ellisse al 
centro ed ai suoi assi , vale a dire di prendere il centro come origi- 
ne, ed i due assi dell’ellisse come assi delle coordinate. Infatti, se si 
prenda l’asse maggiore AB come asse delle ascisse, d’asse minore 
CD come asse delle ordinate, le coordinate del punto Al saranno 
OP, PAI, c si avrà allora 
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MP’: APB ; ; CO 1 : oli’. E poiché il rettangolo APB è u- 
guale al quadralo di OB meno il quadrato di OP, cosi si dice che 

Nell ellisse, il quadrato di un'ordinata MP sta alla differenza 
de' quadrati del semiasse OB, e dell ascissa OP computata dal cen- 
tro, come il quadrato del semiasse minore al quadrato del semiasse 
maggiore. c 

Si vede poi facilmente che si potrebbe prendere per asse delle 
ascisse l'asse minore dell’ellisse, e per asse delle ordinate l’asse mag- 
giore, e si avrebbe un teorema analogo al precedente. 

Proposizione V. 

291. Ciascun asse dell’ ellisse divide questa curva in due parti e- 
g itali (fig. 59 ). 

Dim. Siano JB, CD gli assi dell’cPisse, e MP, NP due ordinate 
all’asse maggiore AB, corrispondenti ad una medesima ascissa OP 
computata dal centro della curva. Essendo retti gli angoli MPO , 
PIPO, ed essendo MP eguale a NP, ne consegue che se la parte in- 
feriore ADB dcll ellisse si faccia girare intorno ad AB Imene si ap- 
plichi sulla parte superiore ACB , il punto N dovrà cadere in M, e 
similmente si dimostra che lutl’i punti dall’arco /!/>// dovranno coin- 
cidere con tutt’i punti dell’arco ACB. Parimente si dimostrerà che 
l’arco CBD coincide con l’arco CAD. Il che si doveva dimostrare. 

292. Scolio. Da questa proposizione e dallo precedenti apparisce 
manifesto il perchè siasi dato ai due assi dell’ellisse il nome di assi 
eonjugati. Infatti, ciascun asse divide in due parli eguali tutte le 
corde parallele all’altro, d vide la curva in due parli eguali, ed il 
quadralo dell’ordinata ad uno degli assi sta al rettangolo delle ascisse 
corrispondenti come il quadralo della metà dell’altro asse sta al qua- 
drato della metà del primo. 

Prqposizione YI. 

2ij8 Nell ellisse, le ordinate all'asse maggiore stanno alle ordi- 
nale corrispondenti del cerchio descritto su quest’asse come diame- 
tro nel rapporto costante deli asse minore al maggiore ( lig. OD ). 

Dim. Sull asse maggiore AB dell’ellisse ACBD come diametro si 
descriva il cerchio ALBS. La circonferenza di questo cerchio non 
potrà incontrare 1 ellisse in alcun punto, onde sarà circoscritta al- 
1 ellisse medesima. Infatti, se un punto M dell’ellisse potesse esser 
comune all’ellisse ed alla circonferenza, il quadrato dell’ordinata MP 
sarebbe uguale, per la proprietà del cerchio, al rettangolo APB. Ma 
per la proprietà dell’ellisse lo stesso quadrato di MP sla al rettan- 
golo APB come il quadrato del semiasse minore OC al quadrato del 
semiasse maggiore OB, dunque sarebbe OC=OB, ed allora l’ellisse 
si confonderebbe eoi cerchio, il clic non può sussistere- 
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Ciò premésso, il quadrato dell’ordinata NP è uguale al rettangole 
T APB, per la proprietà del cerchio, per conseguenza sarà 

MF: NP' : l OC: Otf, 

ovvero 

MP: NP‘.‘. OC: OB. Il che si doveva dimostrare. 

294.. Scolio. Sp sopra l'asse minore CD come diametro si descri- 
va il cerchio CRD t si dimostrerà nel modo precedente che la cir- 
conferenza di questo cerchio non può incontrare l’ ellisse in alcun 
punto, onde sarà iscritta all* ellisse medesima. Qnindi si potrà con- 
chiudere che 

Nell’ ellisse le ordinate ad uno degli assi sono proporzionali alle 
ordinate corrispondenti del cerchio descritto su quest' asse come 
diametro. 

295. Corollario. Se si conduca il raggio ON, questo sarà mag- 

S iore della retta OE, che unisce il centro dell'ellisse con un punto 
el suo perimetro, ossia sarà OE minore di OB. Per l’opposto sarà 
OE maggiore di OR, ovvero di OC ; e per conseguenza 

Nell’ ellisse, il semiasse maggiore è la massima fra tutte le rette 
condotte dal centro al perimetro dell’ellisse, ed il semiasse minore 
è la minima. 

Proposizione VII. 

296. Essendo datigli assi, descrivere l'ellisse per punti (fig. 60). 

Sol. Sull’asse maggiore AB come diametro si descriva il cerchio 
ALtìS, e sull’asse minore CD come diametro si descriva il cerchio 
CRD. Si conduca un raggio ON, e dal punto TV si abbassi sopra AB 
la perpendicolare NP. l’ inalmente, dal punto R, ove il raggio OJV 
incontra la circonferenza minore, si conduca la retta BAI parallela 
ad AB, il punto M , in cui questa parallela incontra la perpendico- 
lare accennata, sarà un punto dell ellisse richiesta. 

Infatti si ha 

MP: NP\\OR: ON\ 

Ma OR— OC, ed ON—OB, dunque sarà 

MP : NP : l OC. OB-, e 

però per la proposizione precedente il punto Al appartiene all’ellisse. 
Ripetendo la stessa costruzione, vale a dire tirando quanti raggi si 
vogliono nel cerchio ALBS , si avranno quanti punti si vogliono 
dell’ellisse, che si riuni ranno con una linea continua. 11 che si do- 
veva fare. 

Altra Soluzione 

297. Da un punto qualunque V (fig. 61) preso sopra uno degli 
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assi, per esempio, sull’asse minore CD, e con un raggio eguale alla 
somma de'due semiassi, OB, OC, si descriva un arco di cerchio, che 
tagli l'altro asse in un punto E: si conduca la retta VE, e si prenda 
ME eguale al semiasse maggiore Oli , il punto M sarà un punto del- 
l’ellisse richiesta. 

Infatti, dal punto accennato si conducano le ordinate MP, MQ ai 
due assi, si avrà 

QO. QE\ : ME, ME. 

Or QO—MP , ME=OC, e ME— OB- per conseguenza sarà- 
MP, QE \ ; OC , OB, 

ovvero 

iuP*, Qr* : : oc*, Uà*. 

Ma pel triangolo rettangolo MQE ai ha QE*=bzJ[\*—AÌQ*. 
ed è poi MQ= OP, dunque sarà 

SIP", OB* — OH* : ; OC': OB*; 

c però ( n° 290 ) il punto M appartiene all'ellisse. 

Quindi se si prenda una riga E E di una lunghezza eguale alfa 
somma de’semiassi OB, OC, e su questa riga si noti un punto M tale 
che sia EM=BO, muovendosi essa riga nell’angolo BOK in guisa- 
che i suoi punti estremi si trovino sempre sopra i due semiassi, il 
punto M descriverà la quarta parte dell’ellisse, ossia l'arco CMB. 
Le altre parti si avranno facendo muovere la riga medesima negli aL- 
tri angoli, che gli assi fanno fra loto. 

Terza Soluzione 

298. Da un punto qualunque E (fig. 62-) preso sull’asse mino- 
re, e con un raggio eguale alla differenza de semiassi OB, OC ss 
descriva un arco di cerchio, che tagli l’altro asse iu un punto E. 
Ter i punti E, ed E si conduca una retta, sulla quale si prenda un» 
parte ME= OB, il punto M sarà un punto dell'ellisse richiesta, il 
che si dimostrerà come nella soluzione precedente. 

Se duiu|ue si prenda una riga EM di una lunghezza eguale al se- 
miasse maggiore OB, ed in essa si noti un punto E, tale che sia EE 
=OC, muovendosi la riga medesima nell’ angolo BOC in modo che 
i punti E,eA E si trovino sempre situati sopra i due assi, il punto M 
descriverà l'arco CMB. Gli ardii rimanenti si avranno facendo muo- 
vere la riga negli altri angoli. 
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CAPITOLO II. 

Dell' eli sse riferita al parametro 

299. Definizione. Si chiama parametro d un asse dell'ellisse la 
terza proporzionale in ordine a quest’asse ed al suo conjugato. 

300. La -voce parametro deriva dal greco, e significa modulo o 
misura, perché col suo mezzo si può valutare il rapporto di un’ or- 
dinata al rettangolo delle ascisse corrispondenti. Infatti (fig. 63), 
6ia AB 1 asse maggiore, e CD l'asse minore di un’ellisse, e sia MF 
un’ordinata al primo asse: chiamando P il parametro di quest’asse, 
si avrà per la definizione precedente 

AB : CD ; ; CD: P, 

dalla quale si deduce, per la proprietà della proporzione continua, 

TF : CIf : : AB: P. 

Ma il quadrato di AB sta a quello di CD come il rettangolo delle 
ascisse AF, FB al quadrato dell ordinata MF, dunque sarà 

AFB: m'V.AB : P. 

Or un rapporto è conosciuto quando è espresso da due linee date 
di grandezza , dunque per mezzo del parametro si può valutare il 
rapporto del quadrato di un’ordinata al rettangolo delle ascisse cor- 
rispondenti. 

301. Dalle cose precedenti apparisce che essendo nel cerchio il 
quadrato di un’ordinata al diametro eguale al rettangolo delle as- 
cisse corrispondenti, il parametro sarà eguale allo stesso diametro: 

302. Abbenchù si possa ottenere per mezzo del parametro la più 
semplice espressione del rapporto del quadrato di un’ordinata al ret- 
tangolo delle ascisse corrispondenti, nondimeno una siffatta valuta 
si può applicare soltanto all’elliasc, ed all’iperbole, e non mai alla 
parabola, perchè questa non avendo centro non può avere assi con- 
iugati. Quindi a fine di mantenere l’analogia fra le tre curve co- 
niche convien determinare la relazione, ch’esiste fra il quadrato di 
un’ordinata all'asse ed il rettangolo dell’ascissa nel parametro, sup- 
ponendo che l’origine delle coordinale si trovi al vertice dell’asse 
medesimo. Con questa relazione la curva conica si troverà riferita 
al parametro, perchè dando all'ascissa un valore ad arbitrio, la sola 
conoscenza del parametro darà il valore dell’ordinata corrispondente: 
e però tutl’i punti della curva sarauuo determinati. La relazione ac- 
cennala trovasi espressa per l’ellisse nella proposizione, che segue. 

P IlOPOSlZlOft’E Vili. 

303. Neir ellisse, il quadrato di un'ordinata ad uno degli assi è 
uguale al rettangolo dell' ascissa nel parametro di esso asse, meno 
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il rettangolo contenuto dall'ateista medesima, e eia una quarta pro- 
porzionale in ordine all'asse, al parametro, ed all ascissa (fig. 64). 

Dim. Sia AB l’asse maggiore dell’ellisse. Dal vertice A s’innalzi 
sopra AB la pprpendicolare AK eguale al parametro dell’asse ac- 
cennato, e si congiunga il punto K coll’altro vertice B per mezzo 
della retta KB, che incontri l’ordinata MP nel punto L. si avrà 
( n° 300 ). 

MP 1 '. APB\\ AK: AB. 

Ma per la simiglianza de’triangoli AKB, LPB, le rette AK, AB 
sono proporzionali alle rette LP, PB, e queste stanno fra loro come 
il rettangolo di LP in AP al rettangolo di PB nella stessa AP, dun- 
que si avrà 

Mi* '. APB ; ; LPA: APB\ 

e per conseguenza sarà 1 

MP* = LPA. 

Ciò premesso, si conduca la retta AO parallela a KB, risulterà 
AB: AK ; l AP: PO. 

Quindi la retta PO è una quarta proporzionale in ordine all’asse, 
al parametro, cd all ascissa. 

Or la retta LP è la differenza delle due rette LO, e PO', per con- 
seguenza il rettangolo di LP in PA sarà eguale al rettangolo di LO 
in PA meno il rettangolo di PO nella stessa PA. Ma il rettangolo di 
LP in PA è uguale al quadrato dell’ordinata MP, dunque si avrà in 
fine 

ffì*=L OXJP—APXPO. 

Il che si doveva dimostrare (z). 

304. Scolio. Dalla relazione precedente apparisce che se si pren- 
da per misura del quadrato di un’ordinata il rettangolo dell’ascissa 
nel parametro, esso quadrato si troverà in difetto nell'ellisse, vale a 
dire , sarà minore del rettangolo accennato. Cd ecco perché Apol- 
lonio diede il nome di ellisse alla curva conica , di cui parliamo. 
Partendo dalla proprietà fondamentale e comune alle tre curve co- 
niche vedemmo che nel caso dell'ellisse la ragione determinante era 
in difetto, cioè era di minore disuguaglianza. Apollonio non co- 
nobbe quella proprietà comune alle tre curve, e però fu obbligato 


(z). È questa l’equazione al parametro, che si trova nc’trattati di applica- 
zione dell algebra alla geometria, dove vieu espressa nel modo che segue. 

P . 


y =px— 


sa 
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a ricorrere al parametro , onde paragonare fra loro le tre corre 
medesime. 

305. Corollario. I. Dalla proposizione precedente si deduce che 
il quadrato di un’ordinata MP ad uno degli assi è uguale al rettan- 
golo contenuto dall'ascissa AP e dalla stessa ordinata prolungata sino 
alia retta BK, che unisce un vertice B dell'asse coll’estremo K della 
tangente Ali condotta per l’altro vertice di una lunghezza eguale al 
parametro dell'asse medesimo. Per questa proprietà si è dato alla 
retta BK il nome di Regolatrice dell’ellisse. Quindi 

Nell' ellisse uri ordinata MP ad un'asse è media proporzionale fra 
T ascissa AP, e lordinola PL della regolatrite 

306. Corollario 2. Si può dunque descrivere la regolatrice senza 
conoscere il parametro dell’asse AB. Infatti basta trovare una terza 
proporzionale PL in ordine ad un'ascissa AP ed all'ordinata corri- 
spondente M P di un qualunque punto M dell'ellisse. 

307. Corollario 3. Si deduce ancora che la parte AK della tan- 
gente verticale, compresa fra il vertice A dell’asse e la regolatrice, 
è uguale al parametro dell’asse medesimo (a') 

Proposizione IX. 

308. Nell ellisse, la corda tirata per un fuoco , perpendicolar- 
mente ali asse maggiore, è uguale al parametro di questo medesimo 
asse (Gg. 63)- 

Dim. Sia AB l’asse maggiore, ed il punto F uho de’ fuochi del- 
l’cllisse. Dico che la corda AlFN, perpendicolare ad AB, è uguale 
al parametro di AB. Infatti, per la proprietà dell’ellisse si ha 

Mi": CO' : : AFB: Oli \ 

Ma il rettangolo AFB= CO * ( n° 284 ), dunque sarà 
Mi*: CO' : l CiP: OB' t 

ovvero 

MF: CO " CO-. OR, 

o che vale lo stesso , 

MN- CD ; : CD. AB, 

e per conseguenza la corda MN è una terza uroporzionale in ordine 
all’asse maggiore ed all’asse minore, ossia è uguale al parametro del- 
l’asse maggiore. 11 che si doveva dimostrare. 


(a'). Gli antichi davano al parametro il nome di lato retto, ed all’asse 
maggiore quello di lato trasverso, perché li consideravano aaikidue come 
lati di un rettangolo, clic chiamavano figura dell'asse. La regolatrice corri- 
sponde ad una diagonale di questo rettangolo. 
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CAPITOLO III. 

De fuochi e delle direttrici deir ellisse. 

309. Intorno ai fuochi dell’ellisse si è dimostrato primieramente 
che le distanze di qualsivoglia punto dell'ellisse ad uno de'fuochi ed 
alla direttrice corrispondente stanno nel costante rapporto dell’ eccen- 
tricità al semiasse maggiore, o pure dell' asse maggiore alla distanza 
delle due direttrici ( n u 228, e 229 ). In secondo luogo abbiam ve- 
duto (n° 286) che il quadrato dell’eccentricità è uguale alla diffe- 
renza de' quadrati de' due semiassi; e finalmente che la corda tirala 
per uno de'fuochi perpendicolari!' ente all’asse maggiore è uguale al 
parametro di questo medesimo asse. Queste proprietà servono di fon- 
damento alla teorica de’fuochi dell'ellisse, che sarà esposta in que- 
sto capitolo ( V ). 

Proposizione X. 

310. Essendo dati gli assi dell’ellisse , trovare i fuochi (fig. 63). 

Sol. Siano AB, CD gli assi dell’ellisse. Da un estremo C dell' asse 

minore come centro, e con un raggio eguale al semiasse maggiore 
si descriva un arco, che taglierà l’asse maggiore in due punti F, e 
F 1 , i quali sono i fuochi dell'ellisse. Infatti se si congiunga il punto 
C col punto F, risulterà il triangolo rettangolo COF, e però il qua- 
drato di OF sarà eguale alla differenza de' quadrati di CF, e di CO. 
Ma per costruzione CF è uguale al semiasse maggiore, e COà il se- 
miasse minore, dunque ( n u 286 ) CF è uguale all’eccentricità, ossja 
il punto fé un fuoco dell’ellisse. Similmente si dimostrerà che il 
punto F‘ è l’altro fuoco dell'ellisse. Il che si doveva fare. 

Proposizione XI. 

3 1 1 Essendo dati i fuochi, e fosse maggiore dell ellisse, costruire 
la direttrice di ciascun fuoco ( fig. 47 ). 

Sol. Sia F uno de’ fuochi, ed EE‘ l'asse maggiore dell ellisse. 
A partire dal centro O di questa si prenda sul prolungamento del- 


(b'). La prima di queste proprietà si trova come definizione del fuoco del- 
l'ellisse in alcuni trattati ai geometria analitica. La seconda è una conse- 
guenza immediata delta definizione dello stesso fuoco data da Apollonio. L’ul- 
tima si trova pure come definizione del fuoco in alcuni trattati sintetici di se- 
ziooi coniche, come quelli di Nicolò de Martino, e di Cagnoli. Nondimeno 

2 ceste definizioni hanno il grave inconveniente di considerare i fuochi e le 
irettrici come discesi dalle nuvole. L’asse maggiore, i fuochi, e le direttrici 
sono strettamente ligati fra loro; e però devono avere una genesi comune, 
come abbiam fatto ( u° ti4 ) adoperando il cono retto. 
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l’asse accennato una parte ON eguale alla terza proporzionale in or- 
dine all’eccentricità OF ed al semiasse maggiore OE , il punto Pf 
( n° 229 ) sarà il piede della direttrice corrispondente al fuoco F, e 
però la direttrice richiesta sarà la perpendicolare NL all’asse mag- 
giore EE'. Il che si doveva fare. 

312. Scolio. Si potrebbe ancora ottenere il punto IV in questo mo- 
do. Si conduea 1' ordinata CF, al punto E s’ innalzi sopra EF una 
perpendicolare E A = EF, e finalmente si tiri la retta CA: questa 
incontrerà l' asse maggiore in un punto, che sarà il piede della di- 
rettrice. Infatti, si ha 

CF. FN ; : EF: EN. 

Pboposizione XII. 

313. Nell'ellisse, il minimo Ira luti’ i raggi vettori è quello che ter- 
mina al vertice più vicino dell" asse maggiore, il massimo è quello 
che termina al vertice più lontano. I rimanenti sono tanto più pic- 
coli, o più grandi, quanto più s' avvicinano a questo, o quello ver- 
tice i punti della curva, ne' quali vanno a terminare ( fig. 47 ). 

Dim. Si è dimostrato (n° 21 1 ) che ogni raggio vettore FM è uguale 
all’ ordinata all’ asse maggiore condotta dal punto JU e prolungata 
sino alla tangente tirata all ellisse dal piede N della direttrice NL. 
Quindi il raggio vettore FE= E A, il raggio vettore FÉ 1 = E'b, 
e tutti gli altri raggi vettori saranno rappresentati dalle perpendico- 
lari abbassate sull asse maggiore da tutt’ i punti della retta Ab, e per 
conseguenza il teorema euuuciato risulta manifesto. 11 che si doveva 
dimostrare. 

Proposizione XIII. 

314. Nell'ellisse, la somma de' raggi vettori tirati dai due Juochi 
a un punto qualunque della curva è uguale alasse maggi or e{ 1 1 g . 65 ) . 

Dim. Ad un punto Al dell’ellisse si tirino i raggi vettori FM, F'M. 
Dico che la somma di questi raggi è uguale all’asse maggiore AB. 
Infatti, siano NL, N'L' le direttrici corrispondenti ai fuochi F, e F', 
e si conduca dal puntoA/uua retta parallela oliasse AB, che incontri 
le direttrici ne’punti R cR'. Ver la proprietà foudamenlale dell'ellisse 
( n°224 ) si avrà 

MF: MR : ; ME : AIR'. 

Ma in ogni proporzione la somma degli antecedenti sta a quella 
de’conseguenti come un’antecedente al suo conseguente , dunque 
sarà 

MF-^MF'-.IUR+MR' : : MF: MR. 

Or la ragione di A1F a MR è uguale a quella dell’asse AB alla di- 
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stanca N N* dalla dua direttrici (n°229 ); ed è poi MR-^-MR'—Ny' , 
par conseguenza si avrà 

NF+MPi NN'\ : AB. NN' t 

vaia a dire sarà 

MFA^MF'—AR. II che bisognava dimostrare. 
Proposizione XIV. 


315. Se un punto è situato fuori, o dentro del T ellisse, la somma 
delle rette condotte dai due fuochi a questo punto, sarà più gran- 
de nel primo caso, e più piccola nel secondo , dell'asse maggiore 
(fig. 66). 

Dim. Sia N un punto situalo fuori dell ellisse, da cui si tirino ai 
due fuochi le rette NF, NF', e si congiunga MF. Nel triangolo 
NMF la somma de’due lati NM, IV F è maggiore del terzo lato MF , 
dunque aggiunta di comune la retta MF 1 , sarà la somma delle due 
rette NF, NF maggiore delle due MF, MF, ovvero dell'asse mag- 
giore AB. Il che si doveva dimostrare in primo luogo. 

Sia in secondo luogo un punto N‘ situato dentro delPellisse, e si 
congiunga N'F. Nel triangolo N'MF il lato N'F è minore della 
somma dagli altri due lati N'M, MF. Quindi aggiunta di comune 
la retta N'F' sarà la somma delle due rette N'F, N'F minore della 
somma dalle due MF, MF 1 , ovvero dell’asse maggiore. Il che si do- 
veva dimostrare. 


Proposizione XV. 


316. Fssendo dati i fuochi, e lasse maggiore dell' ellisse, descri- 
vere la curva per punti (fig. 66). 

Sol. Si faccia centro in F, e con un raggio FM aguale a BE, 
che sia minore del semiasse maggiore, si descriva un arco di cerchio: 
poi si face a centro in F', c con un raggio F'M eguale ad A E, che 
è la differenza fra l’asse maggiore AB ed il primo raggio BE, si de- 
scriva un secondo arco di cerchio, che incontrerà il primo in un 
punto M, che evidentemente appartiene all’ellisse richiesta, perocché 
per la costruzione fatta la somma delle rette MF, MF' è uguale al- 
l’asse AB. 

Ripetendo la stessa costruzione con diversi raggi, si potranno 
determinare quauti punti si vogliano dell’ellisse richiesta, i quali es- 
sendo riuniti a mano con una linea daranno un’ellisse tanto più esat- 
ta, quanto sarà più grande il numero de’ punti, che si saranno deter- 
minati nel modo accennalo. Il che si doveva fare. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

317. Estendo dati i fuochi c lasse maggiore, descrivere F ellisse 
con moto continuo ( fig. 67.) 

Sol. Si prenda un filo di una lunghezza eguale all’asse dato AB, « 
le sue estremità si attacchino ai due fuochi l'\ e E', per mezzo di 
due spille. Ciò fattosi estenda il filò con uno stiletto, il quale si fac- 
cia girare sempre col filo teso: allora lo stiletto descriverà una curva, 
che sarà l’ellisse richiesta. Infatti in ogni punto Al della curva la 
somma dei raggi vettori AIE, AIE' si trova sempre uguale all’asse 
AB. Il che si doveva fare. 

318. Scolio . Quando la curva dev'essere descritta sul terreno, si 
pianteranno ai fuochi E, E' 1 due piuoli, si prenderà una corda di 
una lunghezza eguale all'asse maggiore AB, e con un terzo piuolo 
si estenderà la corda. La curva si descriverà come sopra: nondime- 
no giova avvertire che quando l’ellisse dev’essere descritta sulla carta 
si dovrà preferire la descrizione per punti, perchè non si può esser 
sicuri che la tensione del filo prodotta dallo stiletto sia sempre uni- 
forme, vale a dire che le due parli, nelle quali il filo vien diviso dallo 
stiletto, non siano ora più lunghe, ed ora più corte di quello che 
dovrebbero essere. 

Proposiziose XVII. 

319. Nell'ellisse , ogni raggio rettore è uguale al semiasse mag- 
giore, più, o meno una quarta proporzionale in ordine allo stesso 
semiasse, all eccentricità, ed all’ascissa computata dal centro 

( G7- ) 

Dim. Sia FAI un raggio vettore dell ellisse, e siano OP, PAI le 
coordinate del punto Al. Sull'asse maggiore AB si prenda una parte 
BD eguale al raggio vettore FAI, e si congiunga il punto AI col l’al- 
tro fuoco F‘ . Per la proprietà del triangolo rettangolo, il quadrato 
di A1P è uguale alla differenza dc'quadrati di AIE' e di PF 1 , ed alla 
differenza de’quadrati di AIE, c di PE. Quindi la prima differenza 
è uguale alla sceonda, cioè 

UI"‘—PE , =Mf’ — PF', 

ovvero ( n° 40 ). 

TiF'—Jìf , =pf i '—pe'. 

Ma la differenza de’quadrati di due rette è uguale al rettangolo 
fatto sulla somma c sulla differenza delle stesse rette, dunque sarà il 
rettangolo fatto sulla somma e sulla differenza de’raggi vettori AIE' 1 , 
e AIE eguale al rettangolo fatto sulla somma e sulla differenza delle 
rette PE 1 , c PF. Or la somma raggi vettori è uguale al doppio del 
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semiasse maggiore AO , e la differenza a quella delle retle AD, DB, 
ovvero al doppio di OD-, e la somma delle rette PF 1 , PF è uguale 
al doppio dcll’eccentricilà OF, e la dill'erenza al doppio di OP, dun- 
que sarà 

AOx 0D= OFx OP, 

e passando dall'eguaglianza alla proporzione si avrà 

AO: OF :: OP: OD, 

vale a dire sarà OD una quarta proporzionale in ordine al semiasse 
maggore, all’eccenlricità, ed all'uscisse computala dal centro. Ma 
DB , o FM y è uguale alla ditferenza delle rette OB, OD dunque sarà 

MF—OB—OD. 

Se il punto ,1/si trovasse a sinistra del punto O, allora OD diver- 
rebbe negativa, c si avrebbe 

M F=.0 B-\- OD. Il clic si doveva dimostrare.- 

320. Scolio 1. Altrove ( n° 26 1 ) abbiam dimostrato che ogni rag- 
gio vettore di una sezione conica è uguale all’ordinata all’asse tirata 
per I’e* remo di detto raggio, e prolungata sino alla tangente con- 
dotta alla curva dal piede della direttrice. Ma la relazione 

MFssiOB — OD. 

offre il mezzo di determinare la lunghezza del raggio vettore indipen- 
dentemente dall’ordinata, o per meglio dire, offre il mezzo di consi- 
derare come ordinata della curva lo stesso raggio vettore. Infatti, 
una curva si può non solamente riferire ad un asse delle ascisse per 
mezzo di ordinate parallele , ma ancora a qualsivoglia altro siste- 
ma di linee proprio a determinare i differenti punti di detta curva. 
Quindi la relaziono accennata fra il raggio vettore MF, ed O't, 
ovvero fra MF e l'ascissa OP, può essere adoperata a determinare 
tutt’i punti dell’ ellisse , ed avere col suo mezzo una costruzione 
semplicissima di questa curva nel modo seguente. Si trovi una quarta 
proporzionale in ordine al semiasse maggiore, all’eccentricità, e ad 
una ascissa OP computata dal centro, si sottragga la linea trovata 
dal semiasse maggiore, poi fatto centro nel punto F si descriva con 
un raggio eguale alla differenza accennata un arco di cerchio, che 
taglierà la perpendicolare PM in uu punto M , che sarà un punto 
deli’ellissc. Se l’ascissa divenisse negativa, allora si farà uso della 
relazione 

1lF—0B-\-0D, e 

cosi si avranno quanti punti si vogliono deH’ellissc. 

321. Scolio. 2. Il sistema precedente differisce da quello degli 
assi coordinali in questo, cioè che l’ordinala invece di essere sempre 
parallela ad una medesima retta, cambia continuamente direzione, 
cd è obbligala a passare costauleinenlc per un puulo dato. 
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322. Scolio 3. siccome OP=OF—PF cosi si vede che si potreb- 
be situare l'origine della ascisse nel punto F, ed allora la relazione. 

MF=0li—01) 

avrebbe luogo fra il raggio vettore FAI e l’ascissa FP. A questo si- 
stema di coordinate si c dato il nome di coordinate polari, perchè 
l’ordinata gira intorno al punto F, come se fosse nn polo. 

CAriTOLO IV. 

Della tangente , e della normale dell' ellisse. 

323. Definizione 1. Si dice sotlangente la parte di un'asse dell’el- 
lisse compresa fra la tangente, e l’ordinata del punto di contatto. 

324. Definizione 2. Si chiama normale la perpendicolare alla tan- 
gente nel punto di contatto. 

325. Se dtinqne si consideri la tangente come una linea retta, 
che ha un elemento comune con la curva ( n°2 i7), si potrà dire 
che la normale è perpendicolare alla curva nel punto, in cui rincon- 
tra. Questo concetto permette di considerare la normale facendo a- 
strazione dalla tangente.* 

326. Definizione 3. S’appella sunnormate la parte di un'asse del- 
1’ ellisse , clic è compresa fra il punto, in cui la normale incontra 
quest asse, ed il piede dell’ordinata del punto di contatto. 

Proposizione XVIII. 

327. Se ad un punto M dell’ellisse si conducano i raggi vettori 
FM, F'M, la retta MD, che divide in due porli eguali l angolo 
FMG formato da uno di questi raggi, e dal prolungamento dell'al- 
tro , è tangente alla cui va ( fig. Gt> ). 

Dim. Si prenda sul prolungamento di F'M, una parte MG—MF , 
si congiunga GF. e da un punto qualunque A della retta AID si ti- 
rino lo rette AG, NF, e A F 

Essendo isoscele il triangolo GA1F, ed essendo l’angolo F MD = 
GMD per ipotesi, sarà MD perpendicolare a GF, e FD—DG. 
Quindi saranno eguali. le rette TV 6’, AF, come oblique equidistanti 
dal piede D della perpendicolare AID. Or nel triangolo A GF 1 la 
somma delle due rette NG , AF' è maggiore di GF, che è uguale 
all asse maggiore sili, dunque la somma delle due AG, AF 1 , ovvero 
delle due AF, AF ' è maggiore di AB', e per conseguenza il punto 
A (n° 3 1 5) cade fuori deli ellisse, e la retta AID è tangente alla curva 
(n° 2ol) Il rhc si doveva dimostrare. 

328 Scolio. La inversa di questa proposizione è manifesta, perchè 
una sola tangente può condursi in uu punto di una curva conica 
( u" 2ol ). 
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Proposizione XIX. 

329. Se una retiti è tangente alfellissoe, i raggi rettori, tirati 
dai due fuochi al punto di conta! to, fanno angoli eguali colla tan- 
gente da una medesima parte ai questa ( fig. G8 ). 

Dim, Sia NI) una retta tangente all'ellisse nel punto Iti, cui si 
conducano i raggi vettori FU, FM . c quest’ ultimo si prolunghi 
verso G. Essendo per ipotesi la ND tangente all’ellisse, dovrà ( n° 
328) dividere in due parti eguali l angolo FMG, vale a dire dovrà 
essere 1 angolo GMD=FMD. Ma l’angolo GMD è uguale all’an- 
golo NMF. come opposto al vertice, duuque ancora l’angolo FMD 
dovrà esser eguale all’angolo NMF'. 11 che si doveva dimostrare. 

330. Scolio. Si può ora comprendere perchè siasi dato ai punti 
F e F‘ , il nome ili fuochi , cd alle rette FAI, F'M quello di raggi 
rettori. Infatti, si sa dalla meccanica che se un corpo elastico vien 
ad urtare un piano, esso si riflette facendo l'angolo di riflessione e- 
gualc all angolo d’incidenza. Or i raggi della luce, c del calore, ed 
i raggi sonori, seguono la stessa legge; e però se uno di questi rag- 
gi FM parte dal punto F, ed urla la curva in un punto M, ciò vale 
lo stesso come se urtasse la tangente ND nel punto M di contatto, 
onde larà 1 angolo d’incidenza FMD eguale all angolo di riflessione 
NMF' . Quindi se al punto F si pone una fiaccola accesa, o un cor- 
po riscaldato, o la bocca di uno che parla, i raggi luminosi, i rag- 
gi calorifici , ed i raggi sonori si riuniranno nell’altro punto F. 
Sicché mettendo nel punto F' una materia infiammabile, questa si 
accenderà, quando i raggi luminosi, o i raggi calorifici avranno 
uua suilicicntc intensità; c nel caso dc raggi sonori la voce si senti- 
rà tutta nel punto F'. 

Proposizione XX. 

331. Se dai fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tan- 
genti all’ellisse , la distanza dei piedi di queste perpendicolari al 
centro della curva, è costante cd eguale al semiasse maggiore 

( fig- 08 ). 

Dim. Poste le cose della proposizione precedente, si congiunga il 
punto ZI col centro O dell ellisse. Essendo OF—OF, e FD=-DG, 
sarà la retta OD parallela alla retta F'G. Ma FD è la metà di FG , 
dunque ancora OD sarà la metà di FG, ovvero di AB. Il che si 
doveva dimostrale. 

332. Corollario. Dunque la circonferenza descritta col centro in 
O, et col raggio OB, passerà pp| punto D; e però 

Se dai fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tangenti al- 
l ellisse, i piedi di queste perpendicolari hanno per luogo geome- 
trico la cinonfei e/iza descritta sull' asse maggiore come diametro. 
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333. Corollario 2. Dal corollario precedente si deduce clic se si 
faccia muovere la squadra, o angolo retto FON ( lig. 68 ), in gui- 
sa che un suo lato DF passi costantemente per un fuoco F dell’el- 
lisse AMB , il vertice 1) descriverà la circonferenza di un cerchio, 
che avrà per diametro AB, c l'altro lato 1)N della squadra resterà 
sempre tangente all’ellisse. 

Proposizione XXI. 

334. Se un ordinala MP deir ellisse AMB si prolunghi finche in- 
contri in un punto N la circonferenza descritta sopra uno degli 
assi AB come diametro, e da quel punto si conduca al cerchio la 
tangente NT. la retta MT, che unisce l'estremo delf ordinata col 
punto, in cui la tangente incontra tasse, sarà tangente all'ellisse 

< f, s- 69 > 

Dtm. Sia AB uno degli assi dell ellisse, per esempio, 1 asse mag- 
giore. Se la retta MT non è tangente, prolungata dovrà incontrare 
l’ellisse in un punto K. Supponiamo dunque che questo punto si trovi 
Sulla curva, e si conduca KS perpendicolare ad AB, e si prolunghi 
finché incontri la circonferenza in E, e la tangente NT in L- Es- 
sendo le ordinate dell’ellisse proporzionali alle corrispondenti ordi- 
nale del cerchio ( n°294 ), si avrà la proporzione. 

MP: NP ; ; KS : SE 

Ma nel triangolo LST la retta NP c parallela alla base LS , per 
conseguenza la retta TK divide la base, c la sua parallela in parli 
proporzionali, onde si avrà 

MP : NP : : SK: SL 

Se dunque si paragonino le due proporzioni , risulterà SF uguale 
a SL, cioè la parte al lutto, il che non può sussistere; c però il 
punto K deve cadere fuori dell'ellisse, vale a dire dev" esser MT tan- 
gente alla curva. Il che si doveva dimostrare. 

335. Corollario 1 . Si congiunta il punto TV col centro O comune 
all'ellisse, ed al cerchio. Essendo retto l’angolo ONT, per le pro- 
prietà del cerchio, il cateto ON sarà medio proporzionale fra l’ipo- 
tcnusa OT, ed il segmento adiacente OP. Ma ON—OA, dunque 

Nell'ellisse, la metà di ciascun asse è una media proporzionale 
fra la distanza del centro al punto, in cui la tangente incontra 
Tasse, e l’ascissa del punto di contatto computala dal centro. 

336. Corollario 2. Essendo il semiasse OA medio proporzionale 
fra OP cd OT, saranno armonici i quattro punti T, A, P, B, 
(n”107). Quindi 

Se un’asse delT ellisse si prolunghi fiochi incontri la tangente 
condotta in un punto della cuito, esso sarà diviso armonicamen e 
dalla tangente, dalla corra, e dall' ordinata del punto di contatto. 

337. Corollario 3. E manilesto che la tangente MT incontra 1 as»e 
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AB c prolungata devo incontrare l’asse coujugalo, perche questo ù 
parallelo all'ordinata NP. Dunque 

La tangente in un punto dell' ellisse, che non sia vertice di un 
asse, deve incontrare rutto e l altro asse. 

338. Corollario 4. So si unisca il punto M col centro dell’ellisse, 
1 angolo OMT sarà ottuso, perchè è maggiore doli angolo retto 
ONT. Quindi 

/ vertici degli assi sono i soli punti dell'ellisse, ove la tangente 
è p r/iend ieolare alta retta, che congiunge il centro della curva 
col punto di contatto. 


Proposizione XXII. 

'jt . . . ’auÌk'i . d ’S» .5V. 

339. Nell'ellisse la sottangente è quarta proporzionale in ordi- 
ne all'ascissa del punto di contatto, computala dal centro, ed alle 
distanze del piede dell’ ordinata ai due vertici dell’asse ( fig. 69 ). 

Dim. Sia AB uno degli assi deU’ellisse, per esempio, l’asse maggio* 
re, PT la sottangente, ed OP l’ascissa del punto M di contatto. Si 
avrà ( n° 336 ) 

OT. 0A\ : OA : OP. 

Ma in ogni proporzione la differenza degli antecedenti sta a quella 
de’conseguenli come uno degli antecedenti al suo conseguente, duo* 
que sarà 

OT—OA. OA — OPy.OA: OP, 

ovvero 

AT: AP: : OA: OP, 

e componendo si avrà 

AT-\-AP: AP ; : OA\OP: OP, 

vale a dire 

PT : AP: : PB: OP. 

Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXIII. 


340. Per un punto M dato sull ellisse condurre una tangente alla 
curva ( lig. 69 ). 

Sol. Sia M il punto dato suH’cllisse. Si descriva sull’asse maggio- 
re AB un semicerchio e si prolunghi l’ordinata MP del punto dato 
finché incontri la semicirconferenza in un punto N. A questo punto 
si conduca una tangente NT al cerchio, che incontri l'asse AB nel 
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punto T : fi uni monte si congiunga il punto M col punto T, la rotta 
MT sarà la tangente richiesta ( u" 334). Il che si doveva fare. 

Altra soluzione. 

341 . Al punto dato M (fig. 68 ) si tirino i raggi vettori MF, MF' . 
e si prolunghi MF' in G. Ciò fatto si divide l’angolo FMG in due 
parti eguali per mezzo della retta MI), questa sarà la tangente ri- 
chiesta ( n° 327). 11 che si doveva fare. 

Proposizione XXIV. 

342. Per un punto dato fuori dell’ellisse , tirare una tangente alla 
curva ( fig. 70 ). 

Sol. Sia T il punto dato. Supponiamo risoluto il problema e sia 
MT la tangente richiesta. Si tirino i raggi vettori MF, MF', si pro- 
lunghi MF' finché sia MG—MF, e finalmente si conducano le rette 
GF, TF, TG. 

Essendo la tangente MT perpendicolare alla base GF del trian- 
golo isoscele GMF ( n° 327 ), le rette GT, FT saranno eguali co- 
me oblique equidistanti dalla perpendicolare. Quindi il cerchio de- 
scritto col centro T, e col raggio FT passerà pel punto G, che si 
trova snlla circonferenza descritta col centro F', e col raggio F'G > 
che è uguale all’asse maggiore Ali. 

Se dunque si faccia centro nel punto dato T, e con un raggio e- 
guale a TF si descriva il cerchio FKG, poi si faccia centro in F 1 , e 
con un raggio eguale ad Ali si descriva un altro cerchio GC , e si 
congiunga F'G, questa incontrerà la curva in un punto M, che sarà 
il punto di contatto richiesto, e la tangente cercala si otterrà con- 
giungendo il punto M col punto dato T. Il che si doveva Tare. 

343. Scolio. E manife-to che il problema proposto ammette due 
soluzioni, perchè se si congiungc il punto F col punto G' , si avrà 
un secondo punto di contatto. 

Proposizione XXV. 

3J.4. La normale in un punto dell'ellisse divide in due parti e- 
guali l ati'/olo, che fanno i raggi rettoti condotti a quel punto dai 
due fuochi ( fig. 71 ). 

Dim. Sia M un punto delTellisse, J/iV la normale, MT la tangente, 
MF, MF' i raggi vettori. 

Essendo retti gli angoli NMT, NME, ed eguali fra loro gli an- 
goli FMT, F'ME ( n° 3‘29), se dai due primi si tolgano i due se- 
condi, resterà l’angolo NMF eguale all’angolo NMF'. Il che si do- 
veva dimostrare. 

345. Lorollar.o 1. Dunque nel triangolo MFF' la normale MN 
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divido in due parli eguali l’angolo al vertice M, e la tangente divide 
pure in due parti eguali l’angolo supplemento al primo, cioè l’an- 
golo formato dal raggio vettore FM, e dal prolungamento dell’altro 
raggio vettore F'M ( n° 327 ); per conseguenza ( n° 135 ) i quattro 
punti F', N, F, T sono armonici. Quindi si conchiude che 

Nell'ellisse, i due fuochi sono conjugati ai due punii, ne' quali 
la normale , e la tangente incontrano l'asse maggiore. 

346. Corollario 2. Dal corollario precedente, c dalle proprietà 
della proporzione armonica ( n° 107) si deduce che OF è inedia 
proporzionale fra ON, ed OT, vale a dire che 

Nell’ellisse, l' eccentricità è media proporzionale fra le distanze 
del centro ai punti, ne’quali la normale , e la tangente incontrano 
fosse maggiore. 

Proposizione XXVI. 

347. NelT ellisse , la sunnormale NP sta alla corrispondente 
ascissa OP, computata dal centro, come il parametro deir asse mag- 
giore Ap a questo medesimo asse ( fìg. 7 1 ). 

JHm. Essendo retto l’angolo NMT, sarà l’ordinata MP media 
proporzionale fra i due segmenti NP, e PT dell’ ipotenusa, ovvero 

sarà 

MI* = NPxPT... (1 ) 

Ma si è dimostrato ( n° 339 ) che 

PT: PB :: PA: OP, 

dunque 

PBXPA = PTxOP ... (2). 

Paragonando le due eguaglianze (I), e (2), risulta la proporzione 
MP'i PBxPA : [ NP: OP. 

Or per la proprietà dell’ellisse, il quadrato dell’ ordinata MP sta 
al rettangolo delle ascisse borri spondeo ti PB, PA, come il parame- 
tro, che chiameremo P, dell’asse maggiore AB a questo medesimo 
asse, dunque si avrà in fine 

NP: OP.: P: AB. 

11 che si doveva dimostrare. 

348. Corollario I . Potendosi sostituire alla ragione di P : AB 
quella della metà del parametro alla metà dell’ asse AB, si conchiu- 
de che 

Nell'ellisse, la sunnormale sta alf ascissa dal centro come il se- 
miparametro dell'asse maggiore alla metà di questo medesimo asse. 

349. Corollario 2. Essendo il semiasse minore medio proporzio- 
nale fra il semiasse maggiore, e la metà del parametro dell' asse 
maggiore, si potrà per le proprietà della proporzione continua sta- 
bilire che 
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Nell'ellisse, la sunnormale sta all'ascissa dal centra come il qua- 
drato del semiasse minore al quadrato del semiasse maggiore. 

350’ Scolio 1 . Essendosi dimostrato (n° 344) che la normale MN, 
divide in due parti eguali l’angolo formato dai raggi vettori A1F, 
MF', ne consegue die il piede N della normale deve cader sempre 
fra i due fuochi. Resta a vedere se può occupare tutt’i punti dell’in- 
tervallo FF. , 

Se l’ascissa 0 P si suppone eguale a sero, l’origine M della nor- 
male si troverà nell estremo C dell’ asse minore, e però il suo piede 
dovrà confondersi col centro 0 della curva. Infatti, la normale divi- 
de la retta FF' in due parti proporzionali ai raggi vettori FAI, FAI. 
Or quando l’origine della normale si trova in C, i raggi vettori so- 
no eguali, dunque il piede della normale deve allora cadere nel cen- 
tro O. 

Quando l’ascissa OP cresce, il raggio vettore F'M cresce, e l’al- 
tro FM diminuisce, e dovendo le due FN e NF essere proporzio- 
nali a questi raggi, ne segue che dovrà essere FN maggiore di NF, 
e che il piede N della normale dovrà allontanarsi dal centro, ed ac- 
costarsi al fuoco F. Ma può avvicinarsi a questo fuoco tanto quanto 
si vuole? Ciò resta ad esaminare. 

Vedemmo ( n° 3 1 7) che per mezzo de’ raggi vettori si può descri- 
vere l’ellisse con moto continuo. 

Or è manifesto che quando il punto AI sarà giunto in A, il rag- 
gio vettore F'M si confoude con FA, e l’altro F Al con FA, per con- 
seguenza il piede della normale dovrà in tal caso cadere in un punto 
L. che si determina con dividere la distanza de' fuochi in parti pro- 
porzionali alle rette FA, e FA. ovvero alle rette FU, e FA. Ma si 
è dimostrato ( n° 3 1 3 ) che FA è il minimo, e FB il massimo de'rag- 
gi vettori, dunque la minima distanza fra il piede della normale, ed 
il fuoco F, è la retta LF. Quindi il punto L fe un limite, che il pie- 
de della normale non può mai oltrepassare. Queste considerazioni na- 
scono, come è facile il vedere, dal concepire l’ellisse come il luogo 
geometrico de’ punti Al-, e però stando a questo concetto si dice cne 
la retta AL è la normale corrispondente al vertice A dell’ a«se mag- 
giore, abhenehè stando alle definizioni della normale, e della sun- 
normale, quesie linee si confondono con 1' asse accennato, quando 
l’origine della normale si suppone nel punto A. 

Inoltre, essendosi dimostrato ( n° 848 ) che la sunnormale sta al- 
l’ ascissa dal centro come il semipararaelro dell’asse maggiore alla 
metà di questo medesimo asse, ne consegue che quando l'ascissa si 
suppone eguale al semiasse OA, la sunnormale o normale AL sarà 
eguale al semiparametro deH’asse maggiore. Quindi si può dire che 

Nell' ellisse, la normale, che ha per origine il vertice dell asse 
maggiore, è uguale alla terza proporzionale in ordine al semiasse 
maggiore, ed al semiasse minore. 

351. Scolio 2. Applicando la dimostrazione fatta nella proposi- 
zione precedente alla sunnormale QR. si conchiuderà che 

La sunnormale QR sta all’ ascissa OQ dui centro some il para - 
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metro deir esse minore a questo medesimo asse, ovvero come il qua- 
drato del semiasse maggiore al quadrato del semiasse minore. 

Proposizione XXVII. 

352. La distanza ON del centro deir ellisse al punto , in cui la 
normale incontra l asse maggiore , sta all'ascissa corrispondente 
01* come il quadrato dell eccentricità OF al quadrato del semiasse 
maggiore OA ( fig. 7 1 ). 

Dim Si é dimostrato ( n° 347 ) che 

OP : NP .: OA' : OC ’ , 
dunque dividendo si avrà » 

OP : OP—NP : : < 72' : OA'—ÓC' , 

ovvero 

op .oh:: oa‘ ■. ojt, 

ed invertendo 

ON : OP'.'. OF': OA'. 

II che si doveva dimostrare. 

353. Scolio. Quando l'ascissa OP si suppone eguale ad OA, la di- 
stanza ON diverrà OL (n° 350 ), onde si avrà in tal caso 

OL : OA ; : OF* : OA' 

e moltiplicando per OA i termini della prima ragione risulterà 
OLxOA : OA' : Of" ; 61 \ 

vale a dire sarà 

OLxOA => OF'. 

Quindi si deduce che 

Nelt ellisse , la massima distanza del centro al punto , in cui 
la normale incontra l'asse maggiore, è una terza proporzionale in 
ordine al semiasse maggiore , ed all eccentricità. 

CAPITOLO V. 

De' diametri dell ellisse. 

354. Definizione 1. Si dice diametro di un’ellisse, ed in generale 
di una curva conica, ogni retta, che divide in due parti eguali mi 
sistema di corde parallele , vale a dire tutte le corde parallele ad 
una medesima direzione. 

355. Definizione 2. Si chiamano diametri conjugati due diamelri 
tali che ciascuno divide in due parti eguali tutte le corde parallele 
all'altro. 
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336. Da questa definizione si deduce che nel cerchio due diame- 
tri perpendicolari fra loro sono diametri conjugati, e che per con- 
seguenza nel cerchio medesimo vi sono inliniti sistemi di diametri 
conjugati tutti rettangolari, e tutti eguali fra loro. 

Phoposizione XXVIII. 

357. Ogni corda , che passa pel centro dell ellisse, resta ivi di- 
visa in due parti eguali ( fig. ). 

Dim. Siano AB, CD gli assi deirellissc, • MN una corda qualun- 
que, che passa pel centro 0 della curva: dico che sarà OAf= ON. 

Perocché, se dagli estremi il, e /V della corda accennata si con- 
ducano all’asse AB le ordinate MP, NL , queste dovranno esser e- 
guali fra loro, come pure le ascisse corrispondenti OP, OL per la 
simmetria della curva ( n® 291). Quindi saranno eguali i triangoli 
MOP, NOL, e però sarà OJU— ON. Il che si doveva dimostrare. 

338. Scolio 1 . Si può ora comprendere perchè sinsi dato il nome 
di centro dell'ellisse al punto 0 d intersezione de' due assi. 

359. Scolio 2. Richiamando in questo luogo le cose dimostrale 
( n° 295 ) si potrà conchiudere che fra tutte le corde, che passano 

E 1 centro deU'ellisse, la massima è l’asse maggiore, la minima è 
sse minore, e che di due corde quella che più s’avvicina all’asse 
maggiore è più lunga di quella che più se n’allontana. Quindi le 
corde accennate non sono tutte eguali fra loro, come accade nel 
cerchio, ma sono soltanto eguali fra loro a due a due quelle, che 
fanno angoli eguali con uno degli assi. 

Phoposizione XXIX. 

360. Le tangenti condotte per gli estremi di una corda, che 
passa pel centro del? ellisse, sono parallele fra loro. Viceversa, la 
corda , che unisce i contatti di due tangenti parallele , passa pel 
centro medesimo ( lig. 72 ). 

Dim. Siano MT , AS le tangenti condotte per gli estremi della 
corda AIA. 

Essendo OP=zOL per le cose dette nella proposizione precedente, 
ed essendo il semiasse maggiore medio proporzionale fra. OP ed 
OT, ovvero fra OL ed OS (n* 335 ), sarà OT=QS ; e per conse- 
guenza saranno eguali i due triangoli QMT, ONS , onde sarà l’an- 
golo OMT=*ONS , ossia sarà MT parallela a AS. 

In secondo luogo siano parallele le tangenti MT, AS, dico che 
la corda MA deve passare pel centro. Infatti, si cougiunga il punto 
A col centro, e si supponga che la congiungente NO non si con- 
fonda con MN, ma che prolungata incontri La curva in un punto E 
diverso da M. Allora per le cose dimostrate più sopra la tangente 
condotta pel punto E do vrebb’ esser parallela a AS t e per conso- 
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gucnza * MT; ma ciò è impossibile, perché la tangente MT incon- 
tra ambitine gli assi ( n° 337 ), dunque la corda MN deve passare 
jx'J centro. 11 die si doveva dimostrare. 

Proposizione XXX. 

361. Ogni corda , che passa pel centro, divide l ellisse in due 
parti eguali ( fig, 72 ). 

Dim. Sia MN una corda, che passa pel centro 0 dell'ellisse, i cui 
assi siano AB, e CD. 

Essendo l'angolo MOB eguale all'angolo NQA , sarà per la sim- 
metria deH’ellisse (n° 29 1 ) l'arco MB eguale all’arco NA. Quindi 
aggiunto di comune l’arco AM, risulterà l’arco AMB eguale all’ar- 
co NAM. Parimente si dimostrerà che l’arco MBNh uguale all’ar- 
co ANB. Ma gli archi AMB, A NB sono eguali fra loro ( n°291 ), 
dunque la corda MN divide l’ellisse in due parti eguali. 11 che si 
doveva dimostrare. 

Proposizione XXXI. 

362. N elC ellisse esistoiw infiniti sistemi di diametri coniugati 
(fig.73). 

Dim. bull asse maggiore AB delPcIlissc come diametro si descri- 
va un cerchio. Sia CD la metà di una corda qualunque EI, che 
passa pel centro C dell ellissi 1 . Dal punto E si conduca all’asse AB 
l’ordinata EQ, e si prolunghi finché incontri la circonferenza in un 
punto N . Mei cerchio si tiri il diametro NF , ed il raggio CZ per- 
pendicolare a questo diametro. Dal punto Z si conduca ad AB l’or- 
dinata ZD, che incontra l’ellisse nel punto V. e s’unisca CV. I rag- 
gi CN, CZ essendo perpendicolari fra loro formano un sistema ai 
due semidiametri conjugati del cerchio. Si deve dimostrare che le 
semicorde CE, CV formano ancor esse un sistema di due semidia- 
metri conjugati dell'ellisse corrispondenti a quelli del cerchio. 

Dal punto N si tiri al cerchio la tangente NT, che incontra l’asse 
AB nel punto T, e si congiunga ET, questa sarà tangente all’ellisse 
nel punto E ( n“ 334 ). Or essendo CZ parallela a. NT, sarà ancora 
CV parallela ad ET. Infatti, essendo simili i triangoli CZD, NQT , 
si avrà 

CD: QT : : DZ: QN. 

Ma ( n® 294 ) si ha pure 

DZ.- qn::df • qe, 

dunque sarà 

CD: QT[ \DV: QE, 

onde i triangoli CDF, QET sono situili, c per conseguenza CFk 
pa. alida ad ET. 
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Ciò premesso, si considerino le rette CE, C V come assi coordina ti 
obliqui, la prima come asse delle ascisse corrispondente all’asse CN 
delle ascisse del cerchio, la seconda come asse delle ordinale corri- 
spondente all'asse CZ delle ordinate del cerchio. Sia MS un’ordinata 
qualunque del cerchio, che si prolunghi finché incoulri di nuovo la 
circonferenza in li, e dai punti Al e R si conducano ad AB [e ordi- 
nate MP , HL, che incontrano l’ellisse ne'punti G e H. Congiungen- 
do il punto G col punto 0, ove l’ordinata MS incontra l'asse AB , 
si dimostrerà come più sopra che sono simili i triangoli CDV , OPG. 
e però sarà CV parallela a GO. Similmente si dimostrerà che OH è 
parallela a CV, per conseguenza sarà G H parallela a CV, e la retta 
GK sarà un'ordinata dell'ellisse corrispondente all’ordinata MS del 
cerchio. Or dico che siccome la corda AIR del cerchio è divisa per 
metà nel punto S dal semidiametro CN, cosi pure la corda corrispon- 
dente GH dell’ellisse sarà divisa per metà dalla semicorda CE. 

Si congiunga KS . Essendo KO parallela ad ET, si avrà 

ck. ke\ ; co: or. 

Similmente, essendo OS parallela a IV T, sì avrà 

cs: siv: ; co. or. 

Quindi paragonando le due proporzioni risulterà 

CK. KE : : CS. SN, 

e però sarà SK parallela a NE , ovvero a MP e a RL, ed i triangoli 
MOG, OKS, OtiH saranno simili. Considerando i due primi si lia 

SO: OM. .KO. OG, 

e componendo 

SM: SO. : KG: KO 

Ma in virtù delle parallele KS, RH si ha' 

so. ko: :sr. kii, 

dunque sarà 

SM: KGl’.SR: KH. 

E poiché SM=SR, sarà pure KG=KH. Sicché la retta CZ? divida 
per metà le corde parallele a CV, o alla tangente ET. Applicando la 
dimostrazione precedente a CV si troverà che questa divide per metà 
tutte le corde parallele a CE, o alla tangente condotta all’ellisse nel 
punto V , per conseguenza le rette CE, CV sono due semidiametri 
coniugati dell'ellisse corrispondenti a due semidiametri coniugati CN, 
CZ del cerchio. E siccome la retta CE si è tirata ad arbitrio, cosi 
*i può conchiudere che nell’ellisse vi sono infiniti sistemi di diametri 
coniugati. Il che si doveva dimostrare. 

363. Scolto. Giova avvertire che quando si applica la dimostra- 
zione precedente a CV, come si è fatto per CE, può accadere che la 
corda MR del cerchio incontri l’asse AB dell’ellisse in un punto O 
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t.tuato fuori del cerchio medesimo: ma anche in questo caso la dimo- 
strazione accennata rimane sempre la stessa. 

Corollarj , che si deducono dalla proposizione precedente. 

36 1 • Cor. |. !\ell ellisse, un solo st sterna di diametri coniugati 
può essere rettangolare, cioè quello de' due assi. 

365. Cor. 2 A’elC ellisse non può esistere che un solo sistema di 
diametri ci.njugati eguali fra loro. 

Infatti, essendo le proiezioni Cl), CU de’semidiametri conjugati 
del cerchio CZ , CU sull asse AB le stesse che quelle de semidiametri 
eonjugati corrispondenti dell ellisse CU, CI : ed essendo siffatte pro- 
iezioni eguali nel solo raso, in cui i semidiametri accennati sono 
egualmente inclinati sull asse AB, ne consegue evidentemente che 
un solo sistema di diametri conjugati eguali può esistere nell’ellisse. 

366. Cor. 3 A eli ellisse, ogni retta, che passo pel centro, é dia- 
metro, e viceversa tulli diametri passano pel centro. 

367. Cor. 4. Le corde , che un diametro dell'ellisse divide in due 
parti eguali, sono parallele alle tangenti condotte per gli estremi 
di esso diametro. 

Proposizione XXXII. 

368. li eli ellisse, la retta che unisce i punti di mezzo di due cor- 
de parallele, è diametro della curva ( fig. 74 ). 

Dim. Sia AB una retta che unisce i punti di mezzo E, L di due 
corde parallele CD, AIA’, dico ehe AB è un diametro dell'ellisse. 

Infatti, se AB non è diametro, vi dovrà esser un diametro che di- 
vide in due parti eguali le corde CD. !UN, ovvero che passa per i 
punti E, L. Ma per due punti non può passare che una sola linea 
retta, dunque il supposto diametro deve confondersi con AB. Il che 
si doveva dimostrare. 

369 Corollario. Apparisce da questa proposizione che la retta 
AB, che unisce il punto di contatto della tangente B R, ed il punto 
di mezzo E di una corda CD parallela alla tangente medesima, de- 
v’esser un diametro dell'ellisse. 

Proposizione XXXIII. 

370. Qualunque diametro dell’ ellisse non divide in due parli 
eguali che le sole corde, che passano pel centro, o quelle, che sono 
parallele alle tangenti condotte per gli estremi di esso diametro 
( Ih ). 

Dim. Sia AB un diametro dell'ellisse, e PQ una corda, che non 
passa pel centro 0 della curva, e non è parallela alla tangente BR. 
Dico che la corda PQ non può esser divisa par metà dal diametro 
AB. Si tiri la corda AG parallela a PQ: si divida AG in due parti 
eguali nel punto /, e si conduca il diametro UK, questo dovrà divi- 
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idere in due parti eguali la corda PQ, per conseguenza il diametro 
AB non può dividere PQ per metà . Il che si doveva dimostrare. 

371. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 

IV eli' ellisse, le corde che non passano pel centro, non si possono 
mai tagliare scambievolmente in due parti eguali. 

CAPITOLO VI. 

Dell’ellisse riferita ai diametri coniugati. 

$ 

372. Passeremo ora a vedere se riferendo l’ellisse ad un sistema 
di diametri conjugati si ottengano le stesse proprietà, che si sono a- 
vute, quando l'ellisse è stata riferita agli assi conjugati. 

Proposizione XXXIV. 

373. Il quadralo dell ordinata ad un diametro dell ellisse sta 
al rettangolo delle ascisse corrispondenti, cioè al rettangolo delle 
distanze del piede dell ordinata ai due vertici del diametro , come 
sta al quadrato di questo diametro il quadrato del suo coniugato 

( Gg ™ ). 

Ihnx. latta la costruzione, che è stata esposta nella Proposizione 
XXXI ( n" 362 ): dico che il quadrato dell’ordinata GK al diame- 
tro EI sta al rettangolo EK1 delle ascisse corrispondenti come il 
quadrato di CV ai quadrato di CE. 

I triangoli simili MOG, OKS danno MO: OS l \ OG; OK, 
e componendo si avrà 

MS: MO : : GK: GO. 

Ma per la simigtianza de’triangoli 
MOG, CZV si ha 

MO: GO’. ’ CZ: CE, dunque sarà 
MS: CZ : I GK: CE, 

ovvero 

MS': CZ' i i GK': CV'... (I). 

Parimente, i triangoli simili CSK, CNE danno 
CN: CS : : CE : CK, 

ovvero 

CN ': CS' i : CE': CK', 
da cui si deduce dividendo 

CN'—CS‘: CN' : : CFP—CK': ££*, 
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CN'—CS' = NSXSF, e 
(TeT-~C& % — EKxKI, dunque 

1VSF: CR' : : ERI: CE'. 




Or per le proprietà del cerchio il quadralo di MS é uguale al 
rettangolo J\’SF, e ClY è uguale a CZ, come raggi di un medesimo 
cerchio, per conseguenza si avrà 

MS*: CZ ' ; : ERI: CE'. 

Finalmente paragonando questa proporzione con la proporzione (I) 
risulterà 


CJC: ERI : : CT: CE*. 

11 che bisognava dimostrare. 

374. Corollario. Apparisce da questa proposizione che 
Nell’ellisse. i quadrali delle ordinate ad un diametro stanno fra 

loro come i rettangoli delle ascisse corrispondenti , vale a dire come 
i rettangoli delle distanze de'piedi delle ordinate ai due vertici del 
diametro. 

375. Definizione. Si dice parametro di un diametro dell’ellisse la 
terza proporzionalo in ordine ad esso diametro ed al suo coujugalo. 


Proposizione XXXV. 


376. NcH ellisse, il quadrato dell'ordinata ad un diametro sta al 
rettangolo delle ascisse corrispondenti come il parametro al dia- 
metro ( Jig. 72). 

Dim. Sia MP un’ordinata ad un diametro qualunque AB, il cui 
«onjugalo sia CD. Chiamando P il parametro di ylB, si avrà 

AB: CD:: CD: P, 

e per le proprietà della proporzione continua sarà 
AB: P: : AH': ~CJf. 

Ma per la proposizione precedente si ha 

Mì»: APB'.: cìf : 1 b', 

•dunque paragonando questa proporzione con la precedente risulterà 

MP': APB ; ; P: AB. 

11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXXVI. 

377. Nell ellisse, il quadrato dell’ordinata MP <t qualunque dia- 

li 


Digltized by Google 


SEZIONI 


*38 

metro AB 3 uguale al rettangolo deltascissa AP nel parametro AK 
di esso diametro, metto il rettangolo contenuto da essa ascissa, e 
da una quarta proporzionale in ordine al diametro, al parametro, 
ed alt ascissa medesima ( fig. 64 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione è identica a quella, 
che è stata esposta ( n° 303 ) per l’ordinata all’asse: solamente si 
deve avvertire che la AK in vece di esser tangente al vertice del- 
l’asse si dovrà considerare come tangente al vertice del diametro, e 
l’ordinala MP diverrà parallela a questa tangente. 

378. Scolio 1. Se al vertice A ( fig. 75 ) di qualsivoglia diame- 
tro AB s innalzi la perpendicolare AK eguale al parametro di questo 
diametro, si congiunga KB, e da un punto L di questa retta si ab- 
bassi sul diametro la perpendicolare LP, questa sarà terza propor- 
zionale in ordine all'ascissa AP, ed all ordinata corrispondente MP. 

Infatti, essendo simili i triangoli AKB, LPB, le rette LP, PB 
sono proporzionali alle rette AK, AB, onde si avra 

APxPL : APxPB:: AK : AB. 

Ma si ha pure ( n° 376 ) 

hTP: APXPB ; ; AK: AB, 

dunque il quadrato di MP è uguale al rettangolo di AP in PL. 

Quindi analogamente a ciò che si è detto ( n° 305 ) la retta KB è 
stata chiamata la regolatrice dell’ellisse. 

379. Scolio 2. Da ciò che si è detto nello scolio precedente si 

potrebbe facilmente dimostrare che viceversa se da un punto P di 
un diametro AB s’innalzi la perpendicolare PL, terza proporzionale 
in ordine all’ascissa AP ed all ordinata MP, il punto L si dovrà tro- 
vare in una retta BL data di posizione, ed allor si potrebbe dedurre 
come conseguenza che la perpendicolare AK è uguale al parametro 
del diametro AB (e 1 ). * 

CAPITOLO VII. 

Relazioni fra gli assi ed i diametri eonjugati dell ellisse. 

380. Intorno ai diametri eonjugati dell’ellisse esistono due note- 

(cO L’idea della regolatrice è antica: Essa trovasi nelle istituzioni di se- 
zioni coniche del Grandi, c del Corsini, ed in qualche altro scrittore sinteti- 
co. Il solo vantaggio, che Grandi ne cava, è quello di dare una definizione 
del parametro, che si può applicare a tutte tre le curve coniche. Infatti, 
egli chiama parametro la perpendicolare innalzata dal vertice di un diame- 
tro e distesa sino alla regolatrice. Nondimeno questa maniera di definire il 
parametro ha il grave inconveniente di non far conoscere la idea gene- 
tica di esso parametro. Quindi abbiasi stimato di dover definire il parametro 
alla maniera de’moderni analisti, i quali non fanno più alcuna menzione della 
regolatrice. 
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voli teoremi che si attribuiscono al geometra greco Apollonio. Di 
questi andiamo ora a parlare. 

Proposizione XXXVII. 

381 . Nell ellisse, la somma de' quadrati de diametri corrugati è 
uguale a quella de’quadrati degli assi ( fig. 76 ). 

Dim.Sià AB l’asse maggiore, CL l’asse minore deH’ellisse, e sopra. 
AB come diametro si descriva il semicerchio ADB. Siano inoltre 
OM, OE due semidiametri conjugati dell’ellisse, e MP, ES due or- 
dinate aliasse AB. c. e si prolunghino finché incontrino la semicir- 
conferenza ne punti Z , e E. Finalmente si tirino i raggi OZ, OP, 
i quali ( n° 362 ) saranno due semidiametri conjugati del cerchio 
corrispondenti ai semidiametri conjugati deH’ellisse. 

Ciò premesso, i triangoli OPZ, OES hanno i lati rispettivamente 
perpendicolari, per conseguenza sono equiangoli. Oltre a ciò i lati 
OZ OV sono eguali come raggi di un medesimo cerchio, dunque i 
due triangoli accennati sono eguali; onde sarà 
SV =OP, e i SO=PZ. Ma il quadrato dell’ipotenusa OV è ugual» 
ai quadrati di SE, e di SO, ed è poi OE = OD, dunque sarà il 
quadralo di OD eguale alla somma de'quadrati delle ordinate SE, 
PZ del cerchio. Vado ora a dimostrare che anche nell’ellisse deve 
accadere lo stesso, cioè che il quadrato del semiasse minore OC è 
uguale alla somma de’quadrati delle ordinate SE, PAI dell ellisse. 
Infatti, le rette SE, PAI, OC sono proporzionali alle rette SE, PZ, 
OD ( n° 294), per conseguen a i loro quadrati saranno ancora pro- 
porzionali. Ala si è dimostralo nella geometria piana (, n“ 236 ) che 
se tre grandezze sono proporzionali a tre altre, e fra le prime la som- 
ma di due eguaglia la terza, lo stesso dovrà accadere in corrispon- 
denza fra le seconde, dunque se la somma de’quadrati di SE, c di 
PZ è uguale al quadralo di OD, anche quella de’quadrati di SE, e 
di PAI dovrà esser eguale al quadrato di OC. Or la somma de 'qua- 
drati di OE e di OA1 c uguale a quella de'quadrati di SE, PAI. SO, 
OP, ed essendo i quadrali di SE, P.U eguali al quadrato di OC, e 
quelli di SO, OP eguali al quadrato di OD, o di OA, ne consegue 
che la somma de'quadrati di due semidiametri coniugati dell’ellisse 
è sempre costante ed uguale alla somma de' quadrati de’ semiassi, 
ovvero che la somma de quadrali de’ diametri conjugati dell ellisse è 
uguale a quella de quadrati degli assi. Il che si dover a dimostrare. 

382. Scolto. E questo il primo teorema su i diametri coniugali, 
che si attribuisce ad Apollonio. 

Proposizione XXXVIII. 

383. Se dagli estremi di due semidiametri conjugati deir ellisse- 
si conducano le ordinate agli assi questi saranno divisi da quelle 
,n parti proptrzUnult ; ed il retlaUjOlo dedite seqmtnU m cia.cuu 
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asse sarà eguale al quadrato di quella ordinata, che è parallela ad 
un tal asse ( fig. 76 ). 

Dim. Fatta la costruzione come nella proposizione precedente, si 
conduca l’ordinata EK all’asse minore CL dellellisse. 

Essendo ( 11 “ 294 ) 

SV: OD:: SE: OC, 

ed essendo SK=* OP , OD= OB, e SE=OK, si avrà 
OP -. OB ; ; OK: OC, 
ovvero - , • 

OP Wj 1 :: GK 1 : OC, 

e dividendo 

OB‘‘ — (TP* : ÒB'\ — OK: TTC* 

Ma il rettangolo APB è uguale ad DTP — O !'* , ed il rettangolo CKL 
ad OC — OK', ed i quadrati di OB, e di OC, ovvero di OD, e di OC 
stanno come i quadrati di ZP . e di MF, dunque sarà 

APB: ZP 4 : : ~cKL % : iTC- 

Or per le proprietà del cerchio il quadralo di ZP è uguale al ret- 
tangolo APB, dunque il quadrato di MP dovrà esser uguale al ret- 
tangolo CKL. È poi ZP=SO—EK per le cose dette nella proposi- 
zione precedente, dunque il quadrato di EK dev’esser eguale al ret- 
tangolo APB. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXXIX. 

384. Nell’ellisse, laja del parallelogrammo costruito su due dia- 
metri cotijugali è costante ed eguale al rettangolo degli assi (fig.77). 

Dim. Siano AB, CD gli assi dell’ellisse, e MB, NS due diametri 
coujugati. Si conduca ad AB l’ordinata MP, e a CD l’ordinata NE, 
e in line si tiri la tangente MT, su cui si cali dal centro 0 dell el- 
lisse la perpendicolare OK. 

Essendo TK parallela al diametro NS, e TO n NE, sarà l’angolo 
KTO eguale all’angolo ONE. Infatti, se si prolunghino le rette 0/V, 
EN al di là del vertice N, l’angolo KTO sarà eguale all’angolo, 
che ne risulta, e per conseguenza al suo verticale ONE. Quindi sa- 
ranno simili i due triangoli rettangoli TKO, ENO, onde si avrà 

TO: OK: : ON: OE... (1) 

Ma ( n° 333 ) si ha 

OA: OTy.OP: OA, 
ed c poi per la prop osizioue precedente 
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dunque sarà 


OP-. OA\ : OE: oc. 


OA: OT\ : OE: OC. 


Ciò posto, si paragoni questa proporzione con la proporzione (I), 
risulterà 

OA: OK ; : ON: OC , 

ovvero moltiplicando per 2 tutt’i termini di questa proporzione, 


AB: 20Ky.NS: CD. 

Quindi sarà il rettangolo di AB in CD, ossia il rettangolo circo- 
scritto all’ellisse, c che tocca la curva con i suoi lati ne’vertici degli 
«issi, eguale al rettangolo di NS nel doppio di OK, ossia al paralle- 
logrammo circoscritto pure all'ellisse , che tocca la curva con i suoi 
lati nei vertici dedite diametri conjugati, e per conseguenza il pa- 
rallelogrammo costruito su due diametri conjugati qualunque è equi- 
valente al rettangolo degli assi. 11 che si doveva dimostrare. 

385. Scolio. 1. E questo il secondo teorema intorno ai diametri 
conjugati, che si attribuisce ad Apollonio. 

386. Corollario. Apparisce da questa proposizione che 

NelF ellisse, le rette, che conyiungono l’ estremità di due diametri 
conjugati Mll, NS, costituiscono un parallelogrammo eguale alla 
metà del rettangolo degli assi AB, CD. 

Infatti, il parallelogrammo accennalo è la metà del parallelogram- 
mo circoscritto all ellisse, che si è dimostralo equivalente al rettan- 
golo degli assi. 

Proposizione XL. 

387. Di Jue diametri delt ellisse, il maggiore ha il minore pa- 
rametro (fig. 77). 

Dim. Sia il diametro AB maggiore del diametro MB, e si chia- 
mi P il parametro del primo, e Ij quello del secondo. Dico che P è 
minore di Q. 

Intatti, essendo AB maggiore di MB, il diametro CD conjugato 
ad AB deve esser minore del diametro NS conjugato a MB. Peroc- 
ché, pel primo teorema di Apollouio si ha 

Jà'-\-CÌ/=MlC-\-NS\ 

onde essendo AB maggiore di MB. sarà il quadrato di AB maggio- 
re del quadrato di MB. e per conseguenza il quadra o di CU dovrà 
esser minore del quadrato di NS, ossia dovrà esser CU minore 
di NS. 

«ila il parametro P c terzo proporzionale in ordine ai diametri 
AB, CD, ed il parametro Q è terzo proporzionale in ord ite ai oia- 
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metri MR, NS, dunque dev’esBer P minore di Q. U che si doveva 
dimostrare. 

388. Corollario. Essendo fra tutt’i diametri dell’ellisse l asse mag- 
giore il massimo, e l’asse minore il minimo ( n° 359 ) ne conse- 
gue che 

Fra tutt'i parametri de diametri dell' ellisse, il minimo è quello 
dell asse maggiore, ed il massimo quello dettasse minore. 

CAPITOLO Vili. 

Relazioni fra le corde supplementarie, ed i diametri 
coi fugati dell’ ellisse. 

389. Definizione. Si dicono corde supplementarie di un'ellisse 
due corde, che congiungono un punto della curva ed i due estremi 
di un medesimo asse, o di un medesimo diametro. 

Proposizione XLI. 

390. Nell' ellisse, due diametri paralleli a due corde supplemen- 
tarie sono conjugati ( fig. 78 ). 

Dim. Siano AM, MB due corde supplementarie, che terminano 
.agli estremi di un diametro qualunque AB. Pel ceutro O si conduca 
il diametro CE parallelo ad AM: esso dividerà i due lati AB, MB 
del triangolo AMB in parti proporzionali , e per conseguenza es 
Bendo AO—OB dovrà passare pel punto di mezzo di MB. Quindi 
avrà due punti di comune col diametro che divide in due parli e- 
guati tulle le corde parallele a DN, onde si confonderà col diame- 
tro accennato. Similmente si dimostra che il diametro DN parallelo 
a A1B divide in due parti eguali tutte le corde parallele a CE, dun- 
que i due diametri CE, DN sono conjugati. 11 che si doveva dimo- 
strare. 

Proposizione XLII. 

391. Reciprocamente , si possono sempre condurre dm corde 
supplementarie , che siano parallele a due diametri conjugati 

( iig 78 > 

Dim. Siano CE, DN due diametri conjugati. Si conduca un dia- 
metro qualunque AB, poi da un vertice A di questo diametro si tiri la 
corda AM parallela al diametro CE, e si congiunga MB. Dico che 
la corda MB è parallela al diametro DN. Infatti, essendo quest» 
diametro coniugato a CE deve dividere per metà tutte le corde pa- 
rallele a CE, e per conseguenza passerà pel punto di mezzo della 
corda AM. Quindi il diametro Dt\ divide in due parti eguali i lati 
AB, AM del triangolo AMB, e però sarà parallelo al terzo lato .uh. 
Il che si dove, a umws.r>.re. 
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892. / diametri condotti parallelamente ai lati di ut parallelo - 
grammo itcrillo all’ellisse, sono conjugati ( fig. 79 ). 

Dim. Sia ACBD un parallelogrammo iscritto all’ellisse. e siano 
MN, LE due diametri paralleli ai lati di questo parallelogrammo. 
Si tirino le diagonali AB. CD, queste si taglieranno scambievolmente 
in parti eguali in un punto 0, che dovrà essere il centro dell’ellisse, 
perchè in questa curva due corde non si possono mai tagliare scam- 
bievolmente in parti eguali,se non quando passano pel centro (n°371) 
Dunque le diagonali AH, CD sono due diametri dell'ellisse, e però 
le rette AD, DB sono corde suppleinentarie, ed i diametri MN, LE 
paralleli a queste corde sono diametri conjugati. Il che si doveva 
dimostrare. 

Proposizione XLJV. 

S93. Per gli estremi di un diametro qualunque dell ellisse sipos- 
sono tempre tirare due corde supplementarie parallele a quelle , 
che corrispondono a qualsivoglia altro diametro ( iìg. 80 ). 

Dim. Siano AN. BN due corde supplementarie tirale, per esem- 
pio, dagli estremi dell'asse maggiore AB. Dico che le rette QM, 
PM parallele a queste corde, che si conducono dagli estremi di qual- 
sivoglia altro diametro PQ. dovranno incontrarsi in un punto delia 
curva; e però garanno anchesse corde supplementarie dell'ellisse. 

Si tirino parallelamente alle corde AN, BN i diametri KE. DC, 
questi saranno conjugati ( n" 390 ), e formeranno I angolo DOK e* 
guale all’angolo ANB. Or essendo QM paratia ad AN, e PM a BN, 
le rette QM, PM s’incontreranno in un punto M, e faranno un an- 
golo eguale all’angolo N , ovvero all’ angolo DOK. Resta a di- 
mostrare che il pnnto M d’incontro delle rette QM. PM è un punto 
della enrva. Nei triangolo PMQ la retta LO è parallela a MQ, per 
conseguenza divide i lati BQ, BM in parti proporzionali. Ma PO= 
OQ, dunque PL=LM, dunque ( n° 370 ) PL, o ML è ordinata al 
diametro KE, e però il punto M è un punto delia curva. 11 che si 
doveva dimostrare. 

394. Seolio. La reciproca di questa proposizione è manifesta, vale 
a dire che 

Se due corde supplementarie AN, BN si conducano dagli estre- 
mi di un diametro AB dell' ellisse, le rette MQ, MP condotte da un 
punto M della curva parallelamente ad AN e BN incontreranno la 
curva medesima negli estremi di un medesimo diametro PQ. 

Proposizione XLV. 

895: NeH ellisse , * diametri MN, LE paralleli alle corde supple- 
mentarie AC, BC, che uniscono gli estremi dell asse maggiore AB 
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con uno degli estremi dell'asse minore CD, sono diametri conjugati 
eguali ( fig. 79 ). * 

Dim. Infatti i diametri MN, LE essendo paralleli alle corde sup» 
plementarie AC, BC, sono diametri conjugati ( n° 390 ). Si dimostra 
poi facilmente che sono eguali; dappoiché essendo la figura CFOG 
un parallelogrammo, la diagonale CO divide in due parti eguali 
l’angolo LOM. Quindi i diametri MN, LE fanno angoli eguali con 
l’asse CD, e per conseguenza ( n° 359 ) sono eguali fra loro. 11 che 
si doveva dimostrare. 


Proposizione XLVI. 

396. Il massimo angolo , che possono fare due corde supplemen- 
tarie, è uguale a quello formalo dalle corde, che uniscono i vertici 
dell'asse maggiore con un vertice dell asse minore f fig. 81 ). 

Dim. Per la proposizione xtiv ( n° 393 ) si può supporre che le 
corde supplementarie parlano dagli estremi dell’asse maggiore AB: 
ma la dimostrazione sarà generale* 

Per i due vertici A , B dell’asse maggiore, e pel vertice C dell’as- 
se minore CD si faccia passare un arco di cerchio. Questi tre punti 
saranno i soli punti comuni all’ellisse ed aL cerchio, perchè se aves- 
sero quattro punti comuni, per la simmetria dell’ellisse ( n° 59 ) ne 
avrebbero cinque, ed allora le due curve si taglierebbero in più di 
quattro punti, il che non può sussistere, come sarà dimostrato in ap- 
presso. Quindi l’arco di cerchio descritto sopra AB e capace dell an- 
golo ACB deve segare l’ellisse ne punti A, B, e toccar a nel punto 
C. Se dunque si descriva sopra AB un arco capace di uu angolo mi- 
nore dell angolo ACB , un tal arco dovrà segare l’ellisse in due punti 
M, e N, e l’asse minore CD in un punto E situato fuori della curva; 
e per conseguenza se si tirino le corde AM, MB, AN, AB, ciascu- 
no degli angoli AMB, ANB sarà minore dell’angolo ACB. Dunque 
quest’angolo è il massimo. Il che si doveva dimostrare. 

397. Corollario I. Essendo l’angolo ACB 1’ angolo massimo, il 
suo supplemento KCB sarà l’angolo minimo. Ma l’angolo KCBk 
uguale alla somma degli angoli CAB, CBA, ovvero all’angolo CBD. 
Dunque 

Nell'ellisse il minimo angolo, che possono fare due corde supple- 
mentarie, è uguale all'angolo, che fanno le corde che uniscono t 
due vertici dell asse minore con un vertice dettasse maggiore. 

398. - Corollario 2. Si deduce ancora che vi sono due punti M e 
N situati da una parte e dall’altra dell asse minore, per i quali gli 
angoli AMB, ANB, formati da corde supplementarie, sono eguali 
fra loro. 

Inoltre è manifesto che sopra l’arse AB non possono esistere che 
due soli sistemi di corde supplementarie, le quali facciano tra loro 
un angolo dato. 

396 Corollario 3. E poiché due diametri conjugati sono paral- 
leli a due corde supplementarie, ne consegue che non vi possono es- 
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sare che due soli sistemi, di diametri conjugati, i quali Tacciano un 1 
angolo dato. Si vede poi facilmente che questi due sistemi si ridu- 
cono ad un solo, quando i diametri conjugati sono eguali, -e quando 
sono assi conjugati. , yr 

400. Corollario 4. Non possono esistere diametri conjugati, che 
facciano un angolo maggiore dell’angolo ACB , o minore dell’an- 
golo CBD. 

401. Corollario 5. Gli angoli del parallelogrammo formato con 

unire i vertici degli assi dell’ellisse sono i limiti dell’angolo di dua 
corde suppleraentarie. . 

CAPITOLO IX. 

Applicazione delle teoriche contenute né quattro capitoli 
precedenti ' alla risoluzione di alcuni problemi. 

402. Un gran numero di problemi si potrebbe risolvere con l’ajuto 

delle teoriche esposte nc'capiloli precedenti, ma ci limiteremo ad al- 
cuni più necessarj. ■ p. ■ 

Proposizione XLVII. ? 

403. Essendo data l'ellisse, trovare il suo centro ( fig. 80 ). 

Soluzione. Si tirino due corde parallele AN, MQin una direzio- 
ne qualunque, c per i loro punti di mezzo si conduca la retta DC t 
e si divida m due parli eguali nel punto O, questo sarà il centro-ri- 
chiesto. 

Infatti, per la costruzione la retta DCh un diametro dell’ellisse; 
e però il suo punto di mezzo sarà il centro della curva. 11 che si 
doveva fare. 

Proposizione XLVIII. 

i-’/ 

*04. Trovare gli assi di una data ellisse ( Gg. 59 ). 

Sol. Si trovi il centro O dell’ellisse proposta. Si faccia centro in 
O e con uu raggio eguale a qualunque semidiametro OM si descri- 
va un cerchio, il quale per la simmetria dell’ellisse taglierà questa 
curva in quattro punti M, M k , N, N' situati a due a due similmente 
rispetto a ciascun asse Quindi la figura MNM‘N\ che risulta con- 
giungendo questi punti sarà un rettangolo iscritto all’ellisse, e i dia- 
metri AB, CD rispettivamente paralleli ai lati MM', e MN di questo 
rettangolo saranno gli assi richiesti. 11 che si doveva fare. 
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Proposizione XLIX. 

40S. Descrivere l'ellisse per putiti, essendo dati due diametri 
corrugati di grandezza e di sito ( fig 60 ). 

Sol. Sia AB il primo diametro. Dal punto di mezzo 0 *’ innalzi 
la perpendicolare CD eguale alla lunghezza del secondo diametro 
dato, e sia CO=OD. Sopra le rette AB, CD considerate come assi 
si descrivano i cerchi ALRS, CRD: poi si tiri il raggi > ON, si ab- 
bassi sopra AB la perpendicolare NP, e si conduca dal punto R la- 
retta RM parallela alla stessa AR. Il punto M , secondochè si è di- 
mostrato ( n° 296 ) appartiene all'ellisse, che ha per assi le rette AB 
CD. Ciò premesso, si conduca dal punto P una retta, che faccia con 
AB un angolo eguale a quello de’due diametri conjugati dati, e si 

{ renda PM‘=PM, il punto M‘ sarà un punto dell’ellisse richiesta. 

>a dimostrazione è identica a quella fatta ( n° 296 ), perchè il qua- 
drato dell’ordinata PAI 1 al diametro AB sta al rettangolo APB delle 
ascisse corrispondenti come sta il quadrato del semidiametro conju- 
gato al semidiametro OB al quadrato di questo stesso semidiametro. 
11 che si doveva fare. 

Altra Soluzione 

406. Siano AB, CD (fig 82) i diametri conjugati dati. Dal punto 
C si cali sopra AB la perpendicolare CF, che si prolunghi finché 
sia CE=OB, e si conduca la retta indefinita OE. Ciò premesso, si 
prenda una riga RM di una lunghezza eguale ad OB, e su questa 
riga si noti un punto H tale che sia R/I= FE, poi si faccia girare 
la riga medesima nell’angolo BOE in guisa che i punti R ed H si 
trovino sempre situati sopra le rette OB, ed OE, il punto M descri- 
verà l’arco BC dell’ellisse richiesta. Si avranno gli altri archi fa- 
cendo muovere la riga negli altri angoli che fanno le rette OB, OE 
prolungate. Infatti, si conduca QR parallela a CE, s’unisca QM. e si 
tiri MP ordinata al diametro AB. 1 triangoli simili OFE, OLR, ed 
OCE, OQR danno 

OE: OR : : CE: QR \ FE: RL. 

Ma CE= RM, e FEc= II R dunque sarà 

MR: QR : : RH: RL, e però la retta MQ è parallela ad OB. 
Similmente si ha 

OC: OQ : : CE: QR. 

Ma OQ—MP, e CE= MR= OB, dunque sarà 
OC: MP\ \ OB: QR, ovvero 

C£‘: tiP 2 2 ÓÌP: 0**- Or estendo la figura QLNF un rattau- 
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gol<K tarò retto I angolo Q, e però si avrà £>R % = MÌC~M~Q* =» Uh" 
— OP‘=.APB. Quindi risulterà 

A7P*: APB I ; OC*: Oh f*> ossia il punto M apparterrà al- 
l'ellisse. 11 che si doveva fare. .. * 

Proposizione L. 

407 . Essendo data un'ellisse, trovare due diametri conjngati, che 
facciano un angolo dato ( fig. 78 ). 

Sol. Sopra uno degli assi AB dell'ellisse si descriva un arco di 
cerchio capace dell'augo o dato. Da uno dei punti M, ove quest'ar- 
co taglierà l’ellisse, si conducano agli estremi dell’asse le corde sup- 
plementarie MA, Mll, alle quali si tirino dal centro O le parallele 
CE, DN, queste saranno i diametri coujugati richiesti (n° 390). Il 
che si doveva fare 

4:18. Scolio 1. Dalla teorica delle corde supplementarie apparisce 
che la costruzione precedente si dovrà fare sopra l’asse maggiore , 
quando l'angolo dato è ottuso e sopra 1 asse minore, quando è a- 
cuto. Inoltre è manifesto che 1 angolo dato non può sorpassare i li- 
miti assegnati ( n° 400 ), altrimenti il problema sarebbe irapossibile t 
e l’arco di cerchio non taglierebbe l’ellisse. 

409. Scolio 2. Il problema proposto ammette due soluzioni, ge- 
neralmente parlando perche l'arco di cerchio, falla astrazione dai 
punti A e B, incontra l'ellisse in due punti. Queste due soluzioni si 
riducono ad una sola quando 1 angolo dato è uguale all'angolo ACB 
( fig. 79 ), che fanno le corde supplementarie, che uniscono gli e- 
strerai dell’asse maggiore AB con un estremo C dell’asse minore 
CD, o pure quando è uguale all'angolo CBD, che fanno le corde 
supplementarie. che uniscono gli estremi dellasse minore con un 
estremo dellasse maggiore. Infatti in tal caso, il cerchio tocca 1 el- 
lisse nel punto C, e questo punto di contatto equivale a due punti 
d’intersezione. Quindi i diametri conjugati MN, ZA’ risolveranno il 
_ problema, e saranno diametri conjngati eguali, i quali evidentemente 
sono situati nella direzione delle diagonali del rettangolo costruito 
sugli assi, e che con i suoi lati tocca l’ellisse ne’punti A , C, B, D. 
In appresso indicheremo con L l'angolo eguale all' angolo ACB , e 
con L' quello, che è uguale all’angolo CBD. 

' 410. Scolio 3. Il segmento di cerchio capace dell angolo dato si 

F oti ehbe descrivere sopra un diametro qualunque AB | fig. 83) dei- 
ellisse. Perocché si è dimostrato ( n° 393) che per gli estremi di 
qualsivoglia diametro si possono sempre condurre due corde supple- 
meutarie parallele a quelle che partono dogli estremi di qualunque 
asse, o diametro: solamente la discussione esige alcune considera- 
zioni, delle quali non si ha bisogno, allorché l’arco di cerchio si 
descrive sopra AB considerato come asse, come or ora si vodrà. 
411. Scolio 4. Se sul diametro AB ( fig. 83 ) si descrive uh arci» 
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di cerchio capace dell’angolo dato, può accadere che un tal arco , 
fatta astrazione dai punti A e B, incontri l'ellisse da una medesima 
parte di AB in due punti, o pure che incontri l’ellisse in un punto 
M, ed il suo prolungamento rincontri in un altro punto N situato 
dall altra parte di AB el primo caso si vede subito che il proble- 
ma ammette due soluzioni, ma non così nel secoudo. Infatti, se si 
conducano le corde snpplementarie, MA, MB , NA, NB. e si sup- 
ponga che 1 angolo AMB sia eguale all’angolo dato, l’altro angolo 
ANB per le proprietà del cerchio sarà supplemento al primo. Non- 
dimeno, si osservi che due diametri paralleli alle corde AN , BN 
fanno tra loro quattro angoli, de quali due sono eguali all’ angolo 
AMB, ed i due rimanenti all angolo supplemento ANB: per conse- 
guenza, questi nuovi diametri soddisfano ancor essi al problema pro- 
posto. E poi manifesto che le due soluzioni, delle quali è parola, si 
ridurranno ad una sola, quando l’angolo dato è uguale a L, o a L' . 
Infatti, in tal caso i punti M , e N d’intersezione si devono confon- 
dere in un solo , perchè esiste un solo sistema di corde supplemen- 
tarie, che si tagliano sotto l’angolo L , o L Quindi il cerchio divien 
tangente all ellisse, ed i diametri conjugali richiesti si confonderan- 
no con le diagonali del rettangolo costruito sugli assi, ossia saran- 
no eguali fra loro. 

412. Scolio 5. Se 1 angolo dato è compreso fra i limili L e V , e 
si supponga che il cerchio ( Gg. 83 ) incontri l’ellisse in un punto M, 
e la tocchi in un. punto A, estremo del diametro Ab, allora il punto 
N si dovrà confondere col punto A, che equivale a due punti d’in- 
tersezione, ed il cerchio medesimo av rà comuni coll ellisse i soli 
punti b, M, A, non polendo un cerchio incontrare 1 ellisse in più 
di quattro punti, come sarà dimostrato in appresso. Quindi la retta 
hi) che tocca il cerchio nel punto A , toccherà 1'elltsse nello stesso 
punto. Or 1 angolo BAD formato dalla corda AB e dalla tangeute 
Al) è uguale all angolo AMB iscritto nel segmento alterno, per lo 
proprietà del cerchio, ed il diamelro conjugalo ad, AB è parallelo 
alla tangente AD, dunque il diametro Ab ed il suo conjugalo fanno 
un eguale all angolo dato. Ma i diametri paralleli alle corde 

S01 *? c P n j u g a| i, dunqpe nel caso, che si considera, esisto- 
no due sistemi di diametri coi jugati che soddisfano al problema. 

^ Co l'° 6- Se i angolo dato si suppone eguale ubo L', ed 
jl diametro AB ( Gg. 8.1 ) si suppone esser uno de’due diametri con- 
jugat4 eguali dell ellisse, allora vi sarà un solo sistema di diametri 
conjugali, che soddjsfà ai problema proposto. Infatti le corde supple- 
jnentarie MB, MA dovendo esser parallele, l’una al diametro AB, 

1 altra al suo conjugato, ovvero alla tangente EIE, si do\rd confon- 
dere una, con AB, 1 altra con ED. Lo stesso dovrà accadere allo 
due corde supplcmèntar e BN, NA-, per conseguenza i due punti .)/, 
N d intersezione del cerchio coll'ellisse si dovranno confondere col 
punto A, il quale in tal caso equivale ad un punto di contatto, ed 
ad un punto d intersezione. Quindi il cerchio passerà per i punti B, 
ed A, ed in questo punto sarà nel tempo stesso tangeute e segante 
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dell’ellisse. Allora si suol dire che il cerchio e l’ellisse hanno un 
contatto di secondo ordine, ovvero che il cerchio accennato è un 
cerchio osculatore dell ellisse. Si vede poi che il diametro AB ed il 
suo ponjugato formano il solo sistema di diametri conjugati, che pos- 
sono risolvere il problema proposto nel caso, di cui è parola. 

PnoposizroNE LI. 

414. Per un punto dato sull'ellisse condurre una tangente alla 
curva ( fig. 84 ). 

Sol. Sia M il punto dato. Si tiri il diametro MK , e da un estro* 
mo B di un diametro qualunque CB si conduca la corda paral- 
lela al diametro MK, e si congiunga NC , la retta MT parallela a 
1VC sarà la tangente richiesta. Infatti perla teorica delle corde sup- 
plemenlarie il diametro MK divide in due parti eguali la corda NC ; 
per conseguenza la NP è ordinata al diametro MK, e la sua paral- 
lola MT è tangente all'ellisse nel punto M. 11 che si doveva fare. 

PaorosizroNE LII. 

415. Condurre un ordinata a qualsivoglia diametro deir ellisse 

(fig. 84). ' . 

Sol. Sia MK un diametro dell’ellisse. Si tiri un altro diametro 
CB, e da un suo estremo B si conduca la corda BN parallela a MK 
l inalmente si congiunga NC, questa sarà divisa dal diametro MK 
in due parti eguali nel punto P, e per conseguenza la NP sarà l’or- 
dinata richiesta 11 che si doveva fare. 

Pkoposizione LIII. 

416. Condurre una tangente all' ellisse, che sia parallela ad una 
retta data (fig. 84 ). 

Sol. Si tiri un diametro CB. Dal punto C si conduca la corda C N 
parallela alla retta data, e s’unisca NB. Ciò fatto, si tiri il diametro 
MK parallelo alla corda NB, e dal punto M la retta MT parallela 
a NL i, sarà MT la tangente richiesta. La dimostrazione apparisce 
manifesta dalla teorica delle corde suppleinentarie. 11 che si dove, 
va fare. 

CAPITOLO X. 

Dell ellisse riferita ad un sistema qualunque di assi coordinati. 

417. Fin qui si è considerata l’ellisse rispetto ai fuochi ed alle di- 
rettrici, agli assi, ed ai diametri conjugati. flel riferire la curva a 
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questi diversi sistemi si sono scoverte diverse proprietà relative ai 
fuochi , alle direttrici , agli assi , ai diametri couju^ati, alle tan- 
genti, alle normali , ed ai parametri. Resta ora a dedurre altra 
proprietà dell ellisse dal paragone di tutti questi elementi. Ma per 
ciò fare bisogna rendere più generali le idee precedenti, vale a dire 
bisogna riferire la curva ad un sistema qualunque di assi coordina- 
ti, trovandosi l’origine delle coordinate in qualsivoglia punto del 
piano della curva medesima. Infatti, ne’ capitoli precedenti si è 
considerata l’ellisse solamente in casi particolari , in quanto spetta 
agli assi coordinati , perchè si è presa sempre per asse delle ascisse 
una linea , che passando pel centro della curva divideva tutte la 
ordinate in due parti eguali. Non mai si è considerato il caso, in 
cui 1 asse delle ascisse non passa pel centro. Di questo andiamo ora 
a parlare. 

Phoposizione L1V. 

418. Nel? ellisse, il rettangolo delle ordinate corrisponde» ‘i ad 
un'ascissa qualunque è in un rapporto costante col rettangolo delle 
distanze del piede di queste ordinate ai punti d'incontro della cur- 
va coll'asse delle ascisse ( fig. 8j ). 

Dim. Supponiamo che l’ellisse sia riferita ad un sistema qualun- 
que di assi coordinati Ox.Og La retta SP, o RP, parallela all asse 
tìg delle ordinate sarà un'ordinata della curva corrispondente all'as- 
cissa OP- Or dico che il rettangolo SPI I delle ordinate SP. Pi sta 
in un rapporto costante col rettangolo CPU delle distanze del piede 
P delle due ordinate ai punti d incontro della curva con l'asse Ox 
delle ascisse. 

Pel punto di mezzo della corda CD si faccia passare il diametro 
Aa, il cui coujugato sia Bb, e si congiunga il punto P col centro Q 
dell’ellisse per mezzo della retta Mm, che sarà un diametro della 
curva. Finalmente, dai punti P, M, D, si conducano le rette PF, 
MF, DG, parallele al diametro Aa. 

I triangoli simili QMF, e QPE danno 

Tori QÈ* : : /»': TE* = ÙG*- 

Ma FIU, e DG sono ordinate al diametro Bb, per conseguenza i loro 

S uadrati stanno come i rettangoli BFb, BGb delle ascisse corrispon- 
enti, ovvero come le differenze fra il quadrato del semidiametro 
QB ed i quadrati di QF, e di QG. Quindi si avrà 


ovvero 


QB* — QF*: QB* — QG ' : .* QF' : QB*. 


QB*: QB*— QG* -J- QE* l : QP *: QE*, 


perchè in ogni proporzione la somma degli antecedenti *ta a quella 
de’couseguenti come un antecedente al suo conseguente. 
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Da un'altra parte gli atessi triangoli sopraccennati danno 
QF*-. QÌT-.'.qm': pp*. 

dunque paragonando questa proporzione con la precedente risulterà 

p*: p*— p*-f p* :: 

e dividendo 

p*: QG % — QH‘ : : P*: P*— p*. 

Or in questa proporzione il primo conseguente è uguale alla dif- 
ferenza de'quadrati di ND, e ai N P, in virtù delle parallele ND, 
QG, e DG, QIV, ovvero è uguale al rettangolo CPD; ed il secondo 
conseguente è uguale al rettangolo MPm, dunque il rettangolo dei 
segmenti MP , Ptn del diametro Mm sta a quello de'segmenti CP, 
Pi) della corda CD, come il quadrato dello stesso diametro sta al 
quadrato del diametro Bl> parallelo alla corda medesima. 

Ripetendo la costruzione e la dimostrazione precedente rispetto 
alla corda RS, si avrà che il rettangolo MPm sta al rettangolo UPS 
come il quadrato del diametro Mm sta al quadrato del diametro pa- 
rallelo alla corda accennata. Quindi risulta manifesto che il rettan- 
golo RPS sta al rettangolo CPD come il quadrato del diametro pa- 
rallelo a RS sta al quadrato del diametro parallelo a CD; e però il 
rettangolo de’segmenti dell’una starà al rettangolo de segmenti del- 
I altra sempre in un costante rapporto, qualunque si sia la posizione 
del punto P, o dentro, o fuori della curva èssendo generale la di- 
mostrazione precedente. 11 che si doveva dimostrare. 

4-19. Corollario, Si deduce da questo teorema che ( f>g- 86 ). 

Nell'ellisse, i rettangoli MPN, M'P'N', M"P"N/', etc. delle ordi- 
nate sfanno come i rettangoli APB, AP'H, AP"B, eie. delle disfan- 
ne delle ordinate ai punti ef incontro della curva coll'asse Ox delle 
ascisse (d'J. 


(d') La proposizione qui sopra dimostrata è un principio generale, da cui si 
potrebbero dedurre come casi particolari tutte le proprietà dell’ ellisse, che non 
dipendono dai fuochi e dalle direttrici. Queste ultime proprietà si potrebbero 
ricavare dallo stesso principio, ma come conseguenze assai lontane, e però la 
teorica dei fuochi riuscirebbe pedante ed intralciata. Or vedremo in appresso 
che il principio accennato appartiene ancora all’iperbole, ed alla parabola, e 
per conseguenza tutta la teorica delle sezioni coniche si potrebbe far dipen- 
dere da quel solo principio, la cui dimostrazione si dovrebbe cavare dal cono 
all’entrata della S’ ienza. Primo a vedere la teorica delle sezioni coniche sotto 
questo punto di vista generale fu il dotto geometra Inglese Giacomo Milnes.il 
quale nel 17 1 a scrisse un trattato di quelle curve, che poggia tutto sul prin- 
cipio generale, di cui è parola, abbenché sia espresso sotto altra forma. Ma 
questa maniera di vedere non fu adottata, perchè la dimostrazione di quel 
principio all’entrata della scienza fatta da Milnes è assai prolissa, ed intral- 
ciata. Nel z8n il sig. Poncelet nel suo celebre trattalo delle proprietà pro- 
jeltive delle figure ha dato una breve dimostrazione di quello stesso principio, 
partendo dai principj della prospettiva, • da altri ancora, che- no» occorra 
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CAPITOLO XI. 

REI. AZIONI FRA. LE SECARTI, LE TANGENTI , LI NORMALI, 

I RAGGI VETTORI, ED 1 DIAMETRI DELL ELLISSE. 

420. Dal principio generale dimostrato nel capitolo precedente 
si deducono immediatamente i seguenti teoremi. 

cui mentovare, ma disgraziatamente quella sua dimostrazione è non meno 
difficile di quella di Milncs, anche a giudizio del sig. Vallèe, il quale nell» 
note alla sua geometria descrittiva si o applicato a renderla più facile, ma i- 
nutilmente, se non andiamo errati, essendo la difficoltà, inerente alla natura 
del soggetto. Per queste ed altre ragioni, che non possiamo qui esporre, ab- 
kiam stimato di dedurre la teorica delle sezioni coniche da un altro principio 
generale, che dipende dal fuoco e dalla direttrice corrispondente, la cui di- 
mostrazione si ricava facilmente dal cono, come sì è veduto ( n 224 ),_ ®a 
oltre a ciò questo principio è tale che facilmente si comprende anche all en- 
trata della scienza, ciò che non può dirsi del primo. Comunque sia, abbi ani 
stimato di far menzione in questa nota di que’duc principj generali, che di- 
pendono l’uno dall’altro, in un modo più o meno facile, secondoehè si parta 
dall’uno 0 dall’altro, affinchè gli studiosi possano acquistare l’idea generale 
di tutta la dottrina delle sezioni coniche, e vedere che questa in ultima ana- 
lisi si riduce a que’due principj. 

Cou questa veduta ci è sembrato di dover riportare in questa nota la dimo- 
strazione , che si potrebbe fare della proposizione L1V con La geometria a- 
nalitica. 

Sia 

Jy*-\-Bxy-\-Cx'-\-Dy-\-Ex-\-F=o... (I) 

l’equazione generale delle curve di 2 0 grado, o delle sezioni coniche, riferita 
ad assi qualunque, e supposta l’origine in qualsivoglia punto del piano di 
quelle curve. Ordinando rispetto ad y, e dividendo per A, si avrà 


. Bx-\~D , Ca?-\-Ex-\-F 

H— T~y+-^A — =°- 


( 2 ). 


Or in ogni equazione ordinata l’ultimo termine è uguale al prodotto delle 
Tadici, per conseguenza sarà il prodotto delle ordinate corrispondenti ad un’a- 
scissa qnalunque x 9 eguale all’ultimo termine dell’equazione (a). 

Quindi se un tal prodotto si chiami P 9 si avrà 

. I + 

Ciò premesso, siano x 1 ed x" le ascisse relative a y«=o, vale a dire le radici 
dell’equazione 

1 ^ 1 E 

®TC*T C®* 0 

risulterà 

P = 2 (*—*)(*—' x") 

Ma *— a", fatta astrazione dal segno, rappresentano le distarne del 
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421. Nell’ellisse , se due corde CD, RS si tagliano, i rettangoli 
de' loro segmenti sono proporzionali ai quadrati de' diametri ad es- 
se paralleli ( fìg. 85 ) 

422. Corollario. Da ciò si deduce che Tiell’ellisse due corde si ta- 
gliano in parti rcciprocamecle proporzionali, solamente nel caso, iu 
cui i diametri paralleli ad esse corde sono eguali fra loro. 

Proposizione LVI. 

423. Se da un punto P situalo fuori dell ellisse si conducano due 
secanti PA, PM, i rettangoli delle intere secanti nelle loro parti c- 
sterne stanno come > quadrati de' diametri ad esse paralleli ( lig 86 ). 

42-4. Corollario. Quindi nell ellisse le secanti, clic partono da un 
medesimo punto, sono reciprocamente proporzionali allo loro parti 
esterne, solamente quando sono eguali i diametri ad esse paralleli. 

Proposizione LVII. 

425. Se delle coppia di secanti parallele PA, PM, P'A, P'M', 
P' , AB,P"M"N",' ecc. si conducano all ellisse, il rapporto de’ rettan- 
goli de' segmenti con ispondenli a ciascuna coppia di secanti è co- 
stante ( fig. 86 ). 

426. Corollario. Quindi se una delle secanti OAx (fìg. 87) passa 
pel centro C dell’ellisse, sarà MP=PN, e però 

UP’: A1'P “* ; 1 APB : AP'B, vale a dire saranno i quadrali delle or- 
dinate al diametro AB proporzionali ai rettangoli delle ascisse corri- 
spondenti, ch’è un teorema già dimostrato ( n" 374 ) 


piede dell’ordinata ai punti, ne’quali l’asse degli x incontra la curva; e sono 
poi C, ed A due quantità costanti, dunque 

In ogni sezione conica, tl rettangolo delle ordinale corrisponderci atl 
un’ ascissa qualunque è in un rapporto costante col rettangolo dette di- 
stanze del piede delie ordinate ai punti d’ incontro della curva coll ’ asse 
delle ascisse 

Questa dimostrazione analitica è brevissima c chiarissima: ciò non ostante 
essa suppone che si sia dimostrato clic l’equazione ( 1 ) rappresenta le tre cur- 
ve conicbe, vale a dire che si sia fatta la -discussione dell’equazione ( 1 ), la 
quale, come tutti sanno, è cosi lunga ed intralciata, che riesce assai difficile 
ad intendersi dagli studiosi. Nondimeno la dimostrazione precedente fa 
vedere chiaramente perché la proposizione L1V, estesa all’iperbole, ed alla 
parabola, sia uno de’due principi dai quali dipende tutta la teorica delle cur- 
ve coniche. Infatti, come più sopra abbiam detto, l’equazione ( 1 ) rappresenta 
tutte tre le curve accennate, e la proprietà geometrica comune a queste cur- 
ve, che quella equazione esprime, c la proposizione LIY estesa a tutte trtj 
le sezioni coniche. 

20 
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Proposizione LVIII. 


427. Se da un punto P si conduca all'ellisse una tangente PA, 
ed una secante PI\ , il quadrato del. a tangente starà al rettangolo 
dell intera secante nella sua parte esterna , come il quad alo del 
diametro parallelo alla tangente sia a! quadrato del diametro pa- 
rallelo alla secante ( fig. 88 ). 

428. Corollario. Dunque nell'ellisse la tangente PA sarà media 
proporzionale fra la secante Pii, e la sua parte esterna PM, sola- 
mente quando i diametri sopraccennat saranno eguali fra loro. 

Proposizione LI X . 

429. Nell'ellisse se due corde parallele PiN, P'iV incontrano 
una tangente PA, 1 rettangoli delle intere secanti nelle loro parti 
esterne saranno come i quadrati delle parti della tangente PA, 
P'A. comprese fra le respeltive secanti ed il contatto A ( fig. 88 ). 

430. Coronario. Se dunque si prenda sulla secante /Wuna parte 
PE tale che il quadrato di PE sia eguale al rettangolo NPM; e sulla 
secante P N' una parte PE' tale che il quadrato di P E' sia eguale 
al rettangolo N'P'.W, i punti E, E 1 , si troverauuo sopra una mede- 
sima linea retta, che passerà pel punto di contatto 4- 

Proposizione LX. 

431. Nell ellisse, se due corde s'incontrano dentro, ojuori di 
essa , t rettangoli de laro segmenti saranno proporzionali ai qua- 
drali dtlle due tangenti parallele adesse corde. 

432. Corollario Quindi se da un punto preso fuori dell'ellisse si 
tirino due tangenti, i loro quadrati saranno proporzionali ai quadrati 
de diametri, che sono ad esse paralleli, o che vale lo stesso, le tan- 
genti saranno pnopurzionali ai diametri accennati. Sicché le due tan- 
genti non sono sempre eguali, come accade nel cerchio, ma lo sono 
solamente quando i detti diametri sono eguali. Da ciò poi si deduce 
che se da un punto situato sul prolungamento di un asse della curva 
si conducano due tangenti, queste saranno eguali fra loro. 

Proposizione LXI. 

433. Un cerchio non può taqliare l’ellisse in più di quattro p unti 

(fig. 89). ■ y ^ 

Vini. Siano 4B, CD due diametri eguali dell’ellisse. 11 rettangolo 
di CO in OD sarà eguale al rettangolo di 40 in OB, e per conse- 
guenza il cerchio descritto col punto O come centro, e col raggio 
.OC dovrà passare per i quattro punti 4, C, B, V. Or dico che que- 

’ V , 
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sto cerchio non può passare per un altro punto lì dell’ellisse. Infatti, 
se si tiri la corda A lì , il rettangolo di CS in SD sarebbe eguale al 
rcttango/o di AS in Sii, per le proprietà del cerchio, ed allora con- 
ducendo pel centro O dell ellisse un diametro parallelo alla corda 
AH', sarebbe un tal diametro eguale a CD, ovvero ad AB (n° 421 ): 
il che non può sussistere. Dunque il cerchio non può segare l’ellissa 
in più di quattro punti. 11 che si doveva dimostrare. 

434 . Corollario. Se duuquc un cerchio tocca l’ellisse in due punti 
non potrà incontrarla in alcun altro punto, perchè il contatto equi- 
vale a due punti d’intersezione. Se poi un cerchio toccasse l’ellisse 
in un solo punto, allora è manifesto che potrà segarla in due altri 
punti, etc... ' 

Proposizione LXII. 

435 . Se un diametro dell' ellisse si prolunghi Jinchè incontri la 
tangente condotta in un punto della curva, esso sarà diviso armo- 
nicamente dalla tangente, dalla curva, e dall' ordinata del punto 
di contatto ( lig. 00 ). 

Dim. Sia AB un diametro dell’ellisse che incontri la tangente 31 V, 
nel punto O. Si tirino le tangenti verticali AV, BJi, l’ordinata 31P, 
il semidiametro CD conjugato ad AC, che si proluughi lino alla tan- 
gente in Q, cd il semidiametro CN parallelo alla tangente medesima,. 

Le tangenti AV, VM, e lìR, RM sono proporzionali ai semidia- 
metri CD, CN ad esse paralleli ( n® 43a ); per conseguenza si a*rà 

BJi: AV: : AIR: 31 V, 

Ma in virtù delle parallele AV, MP, BR si ha 
BR: AV: : OB: OA, 

MR: 31 V: : PB: PA, 

dunque sarà 

OB: OA: :PB: PA. Il che si doveva dimostrare, 

436. Scolio. In virtù delle parallele AV, 31P, BR divien mani- 
festo che anche la tangente Oli è divisa armonicamente ne’punti 0, 
V,M,R. 


Proposizione LXIII. 

437. Se dal vertice A di un diametro AB dell' ellisse si conduca 
la tangente AE, che incontri in E la retta, che congiunge un punto 
M della curva coir altro vertice B, essa sarà divisa in due parti e- 
guah nel punto V dalla tanqente laterale 0)1 condotta nel punto 
Mffig. 91). ■ 

Dim. Si conduca la tangente verticale BR, che incontri la t au * 
genie laterale 031 nel punto R. 

Essendo simili i triangoli BAR, VME si ha 

11B : VE: : BM: ME: \ BP : PA 
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Ma per la proposizione precedente 

BF: VA '. \ OB : OÀ \ ! M. AV, 

dunque sarà 

BR.VE'. '.BR: AV , 

e per?» AV—VE. Il elio si doveva dimostrare. 

Proposizione LXIV. 

AM.Otjni semidiametro AC dell' ellisse è medio proporzionale fra 
la distanza CO del centro al /muto, ia cui la tangente MO incontra 
il diametro , e l’ascissa Cl’ del contatto M, computala dal centro 
( fi a. 90 ). 

Dim. 1 quattro punti 0. A, P, B sono armonici ( n° ATS ); ed e 
poi la distanza AB de'due punti conjugali A e B divisa in due parti 
eguali nel punto C. Dunque per le proprietà della proporzione ar- 
monica (n° 106) dovrà esser AC media proporzionale fra COc CP. 
il che si doveva dimostrare. - 

439. Scolio. La definizione della sottongentc data ( n° 323 ) per 
l'asse si applica ancora ad un diametro qualunque. 

Proposizione LXV . 

410. Nell'ellisse, se un diametro AB incontra una tangen'e OM, 
la sottangente PO sarà quarta proporzionale in ordine all'ascissa 
Ci* del contatto M, computata dal centro, ed alle distanze PC, PA 
del piede dell'ordinata ai due vertici del diametro ( fig. 90 ). 

Dim ■ La dimostrazione di questa proposiziouc ò identica a quella, 
che è stata fatta ( n° 339 ), quando AB era un asse della curva. 

Proposizione LXVI. 


4(|. Se dagli estremi di un diametro AB dell' ellisse si conduca- 
no le tangenti verticali AV, BU, che incontrino una tangente late- 
rale OR ne' punti V « R, il rettangolo delle tangenti verticali sarà 
eguale al quadrato di CD, semidiametro conjugataad AC (fig. 90). 

Dim. I quattro punti O, A, P, B sono armonici ( n° 433 ), cd è 
poi la distanza AB de'due punti conjugali A c B divisa in due parti 
eguali nel punto C. Quindi per lo proprietà della proporzione ar- 
monica ( n° 108 ) dovrà essere 

OA: OP\ : OC: OB. 

Ma per i triangoli simili queste rette sono proporzionali alle rette 
AV, PM, CQ, BB, dunque sarà 

av : P.u : : co un, 


Digitized by Google 



comcnE *J>7 

ovvero sarà il rettangolo delle tangenti verticali AV , BR eguale al 
rettangolo di PAI in CQ. Or se dal punto M si conduca al semidia- 
metro CD l’ordinata AIE, risulta PM = GE, dunque il rettangolo 
delle tangenti verticali è uguale «1 rettangolo di CE in CQ, vale a 
dire al quadrato di CD (n° 441 ). 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXVII. 

442. Poste le cose della proposizione precedente, il rettangolo 
delle tangenti verticali AV, Bll è un massimo ( fig. 91 )• 

Dim. Pel punto M si tiri una retta KL, che incontri le laagenti 
verticali ne’punti K e L. Essendo i(u“ 432). 

BR: ÀV'.\ MR: MV, 


ed essendo- per i triangoli simili 


MRL, MliV , le rette MR, MV proporzionali alla rette RL, KV, 
sarà 

BR: AV ; : RL: KV, • 

ovvero 

AVXRL=BRxKV. 


Or essendo AK=AV -\-V K, c BL=BR — RL, sarà il rettangolo di 
AK in BL eguale alla somma de rettangoli AVXRR e VKXBR . 
meno quella de’rcltangoli ALX-RL c VKX.RL. 

Ma VKX.BR—AVX.RL, dunque il rettangolo di Ah in BL c 
eguale al rettangolo AVxRR meno il rettangolo VKxRL-, c pe- 
ro il rettangolo di AV in BR è uu massimo. Il che si doveva dimo- 
strare. 


Proposizione LXVIFI. 

443. NeR ellisse, il rettangolo RMV delle parti della tangente 
laterale OR, comprese fra il contatto M e le tangenti verticali AV, 
BR, tirate dai vertici di qualunque diametro AB, è uguale al qua- 
drato del semidiametro C.N conjugato al semidiametro CM, che passa 
pel contatto ( fig. 90 ). 

Dim. Essendo CD parallela ad AV, e CJV ad OR, si ha (n°432 ) 

AV: VAI'. ; CD: CN, 

BR: MR:: CD: CN. 


Quindi moltiplicando per ordine i termini di queste due proporzioni 
sarà il rettangolo di AV in BR al rettangolo di VM in AIR come il 
quadrato di LU al quadrato di CN. Ma il primo rettangolo è uguale 
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al quadrato .li CD ( n° 441 ), dunque il secondo dovrà esser eguale 
al quadrato di CN, 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXIX. 

444. Poste le cose della proposizione precedente , il rettango'o 
QMO delle parti della tangente laterale Oli, comprese fra il con- 
tatto ed i semidiametri conjngati CD, CA, è uguale al quadrato di 

CN. ( %• 90 ). 


Dim. Essendo armonici i punti 0, V,M. R (ri° 430 )* cd essen- 
do la distanza VII dei due punti conjugali V eli divisa, in due parti 
uguali nel punto Q, sarà per le proprietà della proporzione armoni- 
ca (n° 108) 

MV-. MO: : MQ: MR, 


c però il rettangolo MOQ sarà eguale al rettangolo RMV, ossia al 
quadrato di CN per la proposizione precedente. 11 clic si doveva di- 
mostrare . 


Propostone LXX. 


445. Nell’ellisse , se perle estremità di una corda si conducano 
le tangenti , esse vanno a riunirsi in un punto del diametro , che 
divide la corda in due parti eguali ( Cg. 02 ). 

Dim Dalle estremità della corda MN si conducano le tangenti. 
Dico che queste vanno a riunirsi in pulito 0 del diametro OP , 
che divide la corda di contatto in due parli eguali nel punto P. Pe- 
rocché essendo IUP,e /-Wambedue ordinate al diametro (2P(n°370y . 
la soltangenlCjPO dev’csser la stessa tanto per la tangente A/0,quan- 
to per la tangente NO, e però le due tangenti devono incontrarsi in 
un medesimo punto del diametro OP. 11 che si doveva dimostrare. 

346. Corollario. Non potendo passare pel punto 0 e pel punto P 
che una sola linea retta, risulta manifesta la proposizione inversa 
alla precedente, vale a' dire. 

Nell’ellisse, la retta che congiunge l’incontro di due tangenti col 
punto di mezzo della corda di contatto, è diametro della curva. 

Proposizione LXXI. 


447. Poste le cose della proposizione precedente, se si conduca 
una retta QL parallela alla corda di contatto MN, ^/e parti QF, 
11L di essa retta, comprese fra la curva e le tangenti OQ, OL, sa- 
ranno eguali f ra loro ( lig. 92 ). 


Dim- Infatti, il diametro Oli divide la corda FR in due parti e- 
guali nel punto U M.t iu virtù delle parallele MN, QL, si ha 
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BL: PN: : BQ: MP, 

ed è poi MPszPN, dunque sarà pure BL— a BQ. Quindi se da BQ 
si toglie BF, e da BL la BR, che è uguale a BF, resterà QF—RL. 
Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXII. 

448. -Ve da un punto 0 si conducano all'ellisse le tangenti OM, 
ON, ed una secante OF, questa sarà divisa armonicamente da esso 
punto, dalla curva, e dalla corda dì contatto MN ( fig. 92 ). 

Dim. Per i punti A e F, dove la secante incontra la curva, si con- 
ducano le rette CD, QL parallele alla corda di contatto MN. Per 
la proposizione procedente si ha CA=sED , QF—RL, per conse- 
guenza sarà CE— AD, e QR=FL. Or si è dimostrato ( n° 4-29 ) 
che il rettangolo di CA in CE sta a quello di QF in QR come il 
quadrato di CM al quadrato di MQ, ovvero come il quadrato di AK 
al quadralo di KF, in virtù delle parallele CD, MN. QL; ed è poi 
il rettangolo di CA in CE eguale al rettangolo CAD, ed il rettan- 
golo di QF in QR al rettangolo QFL, dunque sarà 

CAD: QFLllJi *s Jfjp*... (I) 

Ma in virtù delle parallele sopraccennate si ha 
CA: QF- OA: OF, 

AD: FL : ; OA : OF, 
ovvero, moltiplicando per ordine, 

CAD: QFL \ \ OÀ': OF', 

dunque paragonando questa proporzione colla proporzione (1), si 
avrà 

KF*: : [ m*: Fi)’, vale a dire AK: KF\ : OA: OF. Il 
che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXIII. 

4-49. Il rettangolo delle due normali MN, MR a qualsivoglia 
punto M del! ellisse, terminate ai dui assi AB. CD, è uguale al 
quadrato del semidiametro OE coniugalo a quello, che passa per lo 
stesso punto M ( fig. 93 ). r r 

. Dm. Si conduca pel punto M la tangente all’èllisse, che incontri 
i due assi ne punti T e S. Essendo 1 angolo T comune ai due trian- 
goli rettangoli MNT, SOT, sarà il terzo angolo MNT del primo e- 
guale al terzo angolo S del secondo. Quindi i due triangoli accen- 
nati saranno simili, e per conseguenza lo saranno ancora i due tri- 
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angoli rettangoli MNT, SMR. Da ciò risulta che l’angolo 7?= T, 
e che 

MN: MT : : MS: MR, 

ovvero che il rettangolo di MN in MR è uguale al rettangolo di 
MS in MT: ma questo ( n° 444 ) è uguale al quadrato di OE, 
dunque 

MNxMR= OE* ■ Il che si doveva dimostrare. 

P IMPOSIZIONE LXXIV. 

450. Il rettangolo contenuto dalla normale MN, o MR, termi- 
nata ad uno degli assi dell' ellisse, e dalla normale MK terminala 
al diametro parallelo alla tangente MT, è uguale al quadrato del 
semiasse minore OC, o del semiasse maggiore OA ( fig. 93 ). 

Dim. Dal centro 0 dell’ellisse si abbassi sulla tangente la perpen- 
dicolare OL, e dal punto M si conducano le ordinate MT, MQ. I 
triangoli rettangoli OLS e MPN, OLT e MRQ, sono simili per le 
cose dette nella proposizione precedente, perciò si ha 

OL: OS : : MP: MN. 

Quindi il rettangolo di MN in OL, o di MN in MK sarà eguale 
al rettangolo di MP in OS, ovvero di OQ in OS Ma il rettangolo di 
OQ in OS è uguale al quadrato di OC (n ft 438 ), dunque sarà il 
rettangolo di MN in MK eguale al quadrato del semiasse minore 
OC. Similmente si ha 

OL: OT\\MQ: MR, 

dunque il rettangolo di MR in MK è uguale al rettangolo di OP, 
in OT, ovvero al quadralo del semiasse maggiore OA. Il ché si do- 
veva dimostrare 

PaoPosizroNE LXXV. • 

i5ì ...Nell'ellisse, il rettangolo de raggi vettori MF, MF' tirati 
all'estremo M di vn semidiametro OM, è uguale al quadrato del 
semidiametro OE eonjugato ad OM ( fig. 94 ). 

Dim. Dal punto M si conduca la tangente TR, che incontra i se- 
miassi OC, OA ne’punti Se T, e si congiunga FS. Dal centro O 
dell'ellisse si tiri la retta OR parallela al raggio, vettore MF'. e s’u- 
nisca FR, che sarà perpendicolare alla tangente ( n° 331 ). Essen- 
do retti gli angoli FRS, FOS, il cerchio descritto sopra FS come 
diametro passerà per i punti R ed O, e per conseguenza sa- 
ranno eguali gli angoli HOF, IlSF come iscritti in un medesimo 
segmento di cerchio. Quindi i loro supplementi, cioè gli angoli 
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HOT, FST saranno ancora eguali fra loro. Ma in virtù delle pa- 
rallele MF' ed OR, l’angolo MPT è uguale all’angolo ROT, dun- 
que sarà l’angolo MF'T eguale all’angolo MSF. Ma da un’altra 
parte sono eguali gli angoli TMF', SMF ( n° 329), dunque sono 
simili i triangoli MTF', MSF, e però si avrà 

MT\ MF : : MF' ; MS, 

ovvero sarà il rettangolo de’raggi vettori MF, MF 1 eguale al ret- 
tangolo di MT in MS, ossia al quadrato dì OE (n° 444). 11 elle si 
doveva dimostrare. 

Proposizione LXXVI. 

452. Nell'ellisse il quadralo di un diametro qualunque CD è ti- 
gna /e al rettangolo contenuto dall’asse maggiore AB e dalla corda 
MN condotta pel fuoco F, parallelamente ad esso diametro 
( fig- 93 ). 

Dim. Nel punto M si tiri la tangente MT, che incontra il diame- 
tro CD nel punto T, e l’ordinata MP allo stesso' diametro. Final- 
mente si conduca il diametro conjugato RQ, il quale dividerà la 
corda MN in due parti eguali nel punto E. Ciò premesso, la retta 
OT è eguale al semiasse maggiore ÒR, perchè q parallela alla retta 
FAI, che unisce il fuoco col punto di contatto (n° 331 ). Or essen- 
do ÒC media proporzionale fra OP ed OT, ed essendo OP=ME, 
ne segue che sarà OC media proporzionale fra OR e ME, ovvero 
sarà CD media proporzionale fra AB e MN, o infine sarà il quadrato 
di Coeguale al rettangolo di AR in MN . 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXVII. 

t * 

453. Nell' ellisse , la somma di due corde condotte per tm 
fuoco , o per » due fuochi, parallelamente a due diametri con- 
fugati, è uguale all’asse maggiore coll' aggiunta del parametro 
di questo medesimo asse (fig. 95). 

Dim. Sia AR lasse maggiore. Si tirino due diametri coniugati 
qualunque CD , RQ , ai quali siano condotte parallelamente le 
corde MN , KL dal fuoco F, o l’una da questo fuoco , e T altra 
dal fuoco F‘ 

Per la proposizione precedente il quadrato di CD è uguale al 
rettangolo di AB in MN, ed il quadrato di RQ a quello di AB in 
KL. Quindi il rettangolo contenuto da ABc dalla somma delle due 
corde è uguale alla somma de’ quadrati de’ due diametri coniu- 
gati , ovvero ( n° 381) a quella de’ quadrali de’ due assi. Mail 
quadrato dell’ asse minore è uguale al rettangolo dell’ asse mag- 
gioro nel parametro di questo medesimo asse, dunque la somma 
dello corde MN, KL è uguale all’ asse maggiore AR coll’aggiun- 
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ta del parametro di questo medesimo asse. Il che fi dorerà dimo- 
mostrare. 

Proposizione LXXVIH. 

*54. Il rettangolo delle perpendicolari FL , F'R abbassate dai 
fuochi F e F' dell'ellisse AMB sopra una tangente qualunque RML, 
« uguale al quadralo del semi esse minore ( fig. 96.) 

Dim. Sopra l'asse maggiore AB come diametro si descriva un 
cerchio, il quale (n° 332) passerà per i piedi delle perpendicolari 
R, L : poi si prolunghino queste perpendicolari finché incontrino 
di nuovo la circonferenza ne’ punti D, ed E. 

Essendo retti gli angoli R, e L ciascuno di essi sarà iscritto in 
un semicerchio, e però le rette DL , RE sono diametri del cer- 
chio. Quindi sono eguali i due triangoli rettangoli DRL, ELR, e 
per conseguenza sarà RD=r LE. Or in virtù delle parallele RD, LE 
si ha l'angolo RF'F—F'FE, e l’angolo LFF'—DF'F: se dun- 
que si applica il trapezio DEFP sul trapezio FLRF' in guisa che 
1 angolo EFF ' coincida col suo eguale FPR. risulterà FE—F'R, 
e FL= DF‘ Quindi il rettangolo di FL in F'R sarà eguate al ret- 
tangolo di FE in FL, ovvero al rettangolo di AF in FB. per le 
proprietà del cerchio. Ma ( n° 284) il rettangolo di AF in FB è 
uguale al quadrato del semiasse minore: dunque il rettangolo delle 
perpendicolari FL , F'R sarà pure eguale a questo quadrato. Il che 
si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXIX. 

455. Nell ellisse, se dagli estremi di qualunque diametro AB si 
conducano le corde supplementane AM, MB, il quadralo del se- 
midiametro conjugato CD sarà eguale al rettangolo delle distanze 
CE, CR del centro ai punti tf incontro delle corde con esso semi- 
diametro ( fig. 97 ). i 

Dim. Si conduca 1 ordinata MP al diametro AB. In virtù delle 
parallele CD, MP: si ha 

AP : AC ; ; MP : CE 

PB: CB.: MP : CR. 

Moltiplicando per ordine, ed osservando che ACes CB, si avrà 
APB: : RCE 

Ma per le proprietà dell’ ellisse ( n° 289) si ha 
APB: CD', 

dunque £&* ss. RCE, Il che ti doveva dimostrare. 
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CAPITOLO xir 

Risoluzione di aRuni problemi . 


456 . Applicheremo fa questo capitolo le teoriche contenuto nel 
capitolo precedente alla risoluzione di alcuni problemi, che sono 
stati già risoluti; ma in queste soluzioni 1’ ellisse quasi sempre si è 
supposta descritta, mentre in quelle, che andiamo ad esporre si sup- 
pone che la curva non sia descritta, in- guisa che Le costruzioni di. 
detti problemi si possono applicare quando sono dati i soli de- 
terminanti della curva accennata. 

- Proposizione LXXX. 

457 . Un diametro qualunque dell'ellisse essendo dato, trovar» 
il suo conjugato ( fig. 97 ). 

Sol. Sia CL la metà del diametro dato. Se l’ ellisse si suppone de- 
scritta, la soluzione del problema proposto è semplicissima, perché 
si riduce a tirare dal Centro C una retta CU parallela alla tangente 
condotta dal punto L estremo del semidiametro dato. Ma se l’ellisse 
non e descritta, e sono dati i semidiametri conjugati AC, CD come 
determinanti della curva, allora si risoli erà il problema nel modo che 
segue. 

Si conduca All parallela a CL, e sopra il semidiametro CD pro- 
lungato si prenda una parte CR terza proporzionale in ordine alla 
rette CE, CD-, indi si tiri la retta BB, che incontri Iti AE in un 
punto M (Questo sarà un punto deU’ellisse (n 0- 455), i cui semidia- 
metri conjugati sono AC, CD. Quindi le corde AM, BM sono supple- 
mentarie,e la retta CS parallela alla corda BM darà la direzione del 
semidiametro conjugato a CL ( u“ 390 ). Per aver poi la lunghezza 
dello stesso semidiametro si prenderà sopra CS una parte GH medi» 
proporzionale fra BK e BR. Infatti si tiri la tangente dal punto A, si 
prolunghi finché incontri la CS- I triangoli ACS,RCB sono eguali, 
perchè AS è parallela a CR, e CS a BR, ed è poi AC—CB. per con- 
seguenza sarà CS—BR. Ma CH è media proporzionale fra CG • 
CS (n° 438), ed è CG=MK=BK, dunque CH è la lunghezza del 
semidiametro conjugato a Ci- Che se fosse data la sola direzione del 
semidiametro Ci, è manifesto che si determinerebbe la sua lunghezza 
con trovare una media proporzionale fra AG ed AM- Quindi essen- 
do dato un diametro dell’ellisse' si può sempre trovare il suo conju- 
gaio. 11 che si doveva fare. 

Proposizione- LXXXL 

458 . Essendo dati gli assi di un ellisse, e l'angolo , che due dta- 
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metri conjugati fanno tra loro, determinare ques'i diametri disito 
e di grandezza ( fìg. 98 ). 


Sol. Questo problema è stalo già risoluto ( n° 407 ) , ma allora 
l'ellisse era data. Ora si snppone elio l'ellisse non sia descritta, e 
che siano dati come determinanti i suoi assi, de’ quali AB è il mag- 
giore, e CI) la metà del minore. 

Si descriva sopra AB un arco di cerchio ALB capace dell’angolo 
dato, si tratta di trovare un punto AI d’intersezione di quest'arco 
coll'ellisse. 

Supposto trovato il punto Al si compia il cerchio, il cui centro O 
sarà situato sopra CD. Dal punto AI si tirino le corde AIR, A1M, 
J una perpendicolare ad AB, l’altra a CD, e dal punto 0 si abbassi 
sopra la corda AIR la perpendicolare OG. 

Essendo il punto Al per ipotesi sull'ellisse, sarà ( n° 300 ) il ret- 
tangolo di AP in PB al quadralo dell’ordinata HIP come il semiasse 
maggiore CB al semiparametro di AB, che faremo eguale a CK. Ma 
per le proprietà del cerchio il rettangolo di AP in PB è uguale al 
rettangolo di Pii in PAI, dunque si avrà 

PliXPM : PM'y.CB : CK, 
ovvero, togliendo il fattore comune PAI, 

PR: PAI : [ CB : CK. 

Or essendo Gli = GAI = OE, c PG *= OC, ne consegue che la 
proporzione procedente si riduce alla seguente 

OE-\-OC-. oe—oc :: cb-. ck. 

E poiché in ogni proporzione la somma de’ due primi termini sta 
alla loro differenza come la somma de’ due secondi alla loro diffe- 
renza, così si avrà 

2 OE: tOC:: CB+CK: CB—CK, 

vale a dire 

OE : OC:: KB : KA. 

Dunque OE è una quarta proporzionale ili ordine alle tre retto 
date OC, KB, KA, e per conseguenza il punto E è dato. Quindi se 
da questo punto si conduca paratlslampnle ad AB una retta AIN , 
questa incontrerà iti generalo l’arco di cerchio ALB in due punti 
Al, e A, e cosi resterà determinato il punto AI. Se dunque si tirino 
le corde supplemcntarie AIA, AIB, e dai centro C si conducano paral- 
lelamente ad esso cordo due rette, queste daranno la direzione dei 
semidiametri conjugati richiesti, la lunghezza de’quali si determine- 
rà poi per mezzo del problema precedente. 11 che si doveva fare. 
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Proposizione LXXXII. 

459. Estendo dati di grandezza e di sito due diametri coniugati 
di un'ellisse, determinare la grandezza e la direzione degli assi 

( fig- 90 )• ' 

Sol. Quando l’ellisse è già descritta, questo problema si risolve 
facilmeute, riducendosi la costruzione a quella riportata (n° 404). 
Ma quando l’ellisse non è descritta, allora si dovrà operare come 
segue. 

Siano ML, NK i diametri coniugati dati. Si conduca dal punto 
M la retta' indefinita Oli parallela a NK, essa sarà tangente all’el- 
lisse. Si prenda MS eguale al semiparametro del diametro ML, poi 
si divida CS in due parti eguali nel punto Q, e da questo punto 
s’innalzi sulla stessa CS la perpendicolare che incontri la tangente 
in un punto G . Ciò premesso, si faccia centro in G, e con un rag- 
gio eguale a GC, o pure a GS si descriva un cerchio, che taglierà 
la tangente ne’punti Oe Q Finalmente, si congiungano questi punii 
col centro C per mezzo delle rette OC, QC, queste determineranno 
la direzione degli assi richiesti. La lunghezza di questi medesimi, 
assi si determinerà nel modo seguente Dal punto M si abbassino le 
perpendicolari MP, ME. e si trovino due medie proporzioi ali luna 
fra CP e CO, l’altra fra CE e CQ, la prima darà il semiasse mag- 
giore CA, la seconda il semiasse minore CD. e qu ndi i due assi. 
AB, DII si troveranno determinati di sito e di grandezza. 

La dimostrazione delle cose precedenti è facile a farsi. Infatti, il 
circolo deve passare per i quattro punti C, S, O. Q, e però sarà il 
rettangolo OMQ eguale al rettangolo CMS Ma questo è uguale al 
quadrato di CN, perchè CN è inedia proporzionale fra CM e MS 
( n° 300 ), dunque il rettangolo OMQ è uguale al quadrato di CN. 
e’ per conseguenza essendo retto l’angolo ACD, le rette OC, CQ 
daranno la direzione degli assi dell’ellisse ( n° 444 ). Essendo poi 
ogni semidiametro dell’ellisse medio proporzionale fra l’ascissa del 
contatto, e la distanza del centro al piede della tangente ( n° 438), 
ne segue che AC, e CD sono i semiassi della curva, e però gli assi 
AB, DII sono dati di sito e di grandezza. Il che si doveva fare. 

Proposizione LXXXIII. 

460. Condurre la tangente all ellisse in un punto dato sulla 
cuna ( fig. 91 ). 

Sol. Sia M il punto dato, ed AB un diametro dellVltisse. Si 
conduca AE parallela al diametro conjugato ad AB, si congipnga 
il punto B col punto M,e si prolunghi la retta BM finché incontri la 
parallela accennata nel punto E. Ciò premesso, si divida AE in 
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due parti eguali nel punto /. e s'unisca il punto M col punto F 

I er mezzo della retta ÀIO, che sarà la tangente richiesta ( n° 437 ). 

1 che si doveva fare. 

461. Scolio. L manifesto che questa soluzione si applica anche 
quando l’ellisse non è descritta, e sono dati come determinanti della, 
curva il diametro AB ed il suo conjugato. 

Altra Soluzione 

*62. Dal punto dato M ( fig. 91 ) si tiri MP parallela al d'anidro, 
conjugato ad AB, indi si prenda CO terza proporzionale in ordine 
alle rette CP, CA , e, si congiunga OM , questa retta sarà la taugeute 
richiesta ( n° 438). E evidente che questa soluzione si applica anche 
quando l’ellisse non è descritta. 

Proposizione LXXX1V. 

463. Per un punto dato fuori dell'ellisse, tirare una tangente 
alla curva ( fig. 99. ). 

Sol. Siano AB, CD due diametri coujugati deU’ellisse, e suppo- 
niamo in primo luogo che il punto dato R si trovi sopra uno di 
questi diametri. In tal caso si prenda OP terza proporzionale in or- 
dine alle rette OA, ed OR, e dal punto P si conduca KL parallela a 
CD. Se la curva si suppone descritta, allora la rdta RM, o RN, 
che unisce il punto dato col punto M, o N d’intersezione della cur- 
va con la retta KL, sarà la tangente richiesta ( n° 438 ). Ma se la 
curva non è descritta, e sono dati come determinanti di essa i dia- 
metri conjugati AB, CD, bisognerà prima determinare i punti M, e 
N; il che si ottiene facilmente. Infatti, il rettangolo di AP in PB 
•ta al quadrato di MP come il quadrato di AO al quadrato di CO 
( n° 29 O ). Se dunque si prenda PS media proporzionale fra AP e 
PB, e si tiri SM parallela alla corda AC, i triangoli simili SMP, 
AOC daranno 

FS *: Fu' : : Io'-. CO’, ovvero 

APB : Pii' : : iO*. CO * e per conseguenza il 

punto M appartiene all’ellisse. 

Similmente si determinerà il punto TV, e si avranno le tangenti 

RM, RN. 

Supponiamo ora che il punto R ( fig- 100 ) si trovi comunque si- 
tuato. e s’unisca questo punto col centro 0 della curva. Se questa è 
descritta si troverà OP terza proporzionale in ordine a OR ed al se- 
midiametro OS, indi dal punto l J si tirerà la retta PM parallela ad 
OS semidiametro conjugato ad OE, la retta Ri U sarà 1# tangente 
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richiesta. e prolungata l’ordinata MP finché incontri la surra in N t 
la retta RN sarà un’altra tangente. Ma se la curra non è descritta, 
e sono dati come determinanti di essa i diametri conjugati AB, CD, 
allora bisogna determinare la posizione del semidiametro OS con- 
iugato ad OE, e la lunghezza di quest’ultimo semidiametro nel modo 
indicato (n° 457). Ciò fatto, si proseguirà la costruzione come piu 
sopra si è dettò, e cosi si avranno le tangenti RM, RN. 11 che si do- 
veva far*. 


Proposizione LXXXV. 

464. Condurre ad un'ellisse non descritta una tangente paral- 
lela ad una retta data dì sito ( Gg. 97 ). 

Sol. Siano AC, CD due semidiametri conjugati dati cpme determi- 
nanti dell’ellisse. Si conduca AE parellela alla retta data, e si pren- 
da CR terza proporzionale in ordine alle rette CE, CD. Si tiri la 
retta BR, la quale iucontri AE nel punto M: questo sarà un punto 
dell’ellisse ( n" 455), e però le rette MA, MB saranno due corde 
supplementarie. Se dunque si conducano dal centro C della curvale 
rette CL, CH parallele a queste corde, s'avranno le direzioni di due 
semidiametri conjugati, le lunghezze de’quali si determineranno poi 
nel modo indicato ( n° 457 ). Quiudi se dall’estremo H del semidia- 
metro HC si conduca parallelamente ad AM la retta HF, questa 
sarà la tangente richiesta. 11 che si doveva fare. 

Proposizione LXXXVI. 

465. Trovare » punti d intersezione di una retta e di un'ellisse 
non descritta ( n° 100 ). 

Sol. Sia KL la retta data, ed AB, CD due diametri conjugati 
dati come determinanti dell’eUisse. Si tiri il diametro OS parallelo 
a KL, e si determini la posizione e la lunghezza del suo conjugato 
OE. Ciò fatto, si prenda OR terza proporzionale in ordine alle rette 
OP, OE, e si conducano le tangenti RM, RN, queste daranno i 
punti d'intersezione della retta KL con l’ellisse. Il che si doveva fare. 

466. Scolio. Partendo dalle proprietà de’ fuochi abbiam dato al- 
trove il modo di condurre una tangente aH’eUisse supposta descritta. 
Ma è facile il vedere che le soluzioni riportate (n° 34-1 e 342 ) si 
possono appi care anche quando la curva non è descritta. 

Infatti se si suppone che siano dati i fuochi, e l’asse come deter- 
minanti dell ellisse, ed un punto M di questa, la costruzione fatta 
( n° 341 ) rimane la stessa. Che se fossero dati solamente i fuochi e, 
l’asse maggiore, e si dovesse condurre una tangente all’ellissa non 
descritta da un punto T ( fig. 70 ) situato fuori dalla curva, la co- 


Digitized by Google 



SEZIONI 


*68 

strimene riportata ( n° 342 ) resterebbe la stessa, solamente in luo- 
go di congiungere il punto dato T col M , si dovrebbe dividere l’an- 
golo GTF in due parti eguali per mezzo di una retta TM, che sarà 
la tangente richiesta, ed il punto di contatto sarà il punto M d in- 
tersezione delle due rette FG e TM. Alle cose precedenti si potran- 
no aggiungere le soluzioni, che abbiara dato nel libro primo intorno 
al modo di condurre una tangente ad una sezione conica, senza che 
questa sia descritta, ed a quello di trovare i punti d'incontro di una 
retta data con una sezione conica non descritta. 
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LIBRO III. 


D E t l’ IPERBOLE 


467. Parleremo in questo libro dell’iperbole in particolare, essendo 
le proprietà di questa curva analoghe a quelle dell’ellisse. 

CAPITOLO I. 

Dell iperbole riferita agli assi. 

468. Analogamente a ciò che fu detto per l’ellisse ( n° 279 ) la 
perpendicolare MP ( fig. 48 ) abbassata da un punto M dell’iperbole 
sull’asse trasverso EE k l’ordinala di questo punto, e le ascisse cor- 
rispondenti sono le distanze EP, E'P del piede dell’ordinata ai due 
vertici E ed E 1 dell’asse medesimo. 

Proposizione I. 

469. Nell'iperbole, il quadralo di un'ordinata MP all'asse tra- 
sverso EE' sta al rettangolo EPE' delle ascisse corrispondenti come 
Il rettangolo delle distanze EF, E'F del fuoco F ai due vertici del- 
l'asse sta al quadralo del semiasse trasverso OE ( fig. 48 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione è quella ch’è stata 
fatta per l’ellisse ( ri° ‘280 ). 

470 Corollario. Si deduce da questo teorema che 

Nell iperbole, i quadrati delle ordinate all'asse trasverso stanno 
come i rettangoli delle uscisse corrispondenti. 

Proposizione II. 

47 ! . La retta LL' condotta dal centro 0 dell'iperbole perpendi- 
colarmente aliasse trasverso AB, divide in due parti eguali qual- 
sivoglia corda MM' parallela all'asse medesimo ( lig. 101 ). 
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Diin. La dimostrazione di questa proposizione è quella stessa, 
che si legge per l’ellisse ( n° 282 ). 

472 Scolio I . Per questa proprietà è stato dato alla retta LL ' il 
nome di secondo asse, o di asse non trasverso dell'iperbole, perchè 
la proprietà del primo asse , o asse trasverso A B, cioè dell’asse che 
risulta dalla genesi della curva, consiste appunto nel dividere in 
due parti eguali tutte le corde ad esso parallele 

473. Scolio 2. 11 secondo asse dell’iperbole non ha lunghezza de- 
terminata, ed in ciò differisce dal secondo asse dell’ellisse. Nondi- 
meno osservando che il quadrato della metà del secondo asse dell’el- 
lisse è uguale al rettangolo delle distanze di un fuoco ai due vertici 
del primo asse ( n° 284 ), a line di mantenere l’analogia fra le due 
curve, si è< convenuto di prendere sopra l’asse indelinito LL' del- 
l'iperbole una parte OC media proporzionale fra AF e FB, cioè 
tale che il quadrato di OC fosse eguale al rettangolo di AF in FB, 
c di considerare la retta CD doppia di OC come la lunghezza del 
secondo asso dell’iperbole. Questa cenvenzione si presenta da se 
stessa, perchè tanto nell’ellisse, quanto nell’iperbole, il quadrato di 
un'ordinata al primo asse sta al rettangolo delle ascisse corrispon- 
denti come il rettangolo delle distanze di un fuoco ai due vertici 
dell asse sta al quadrato della metà di questo medesimo asse. Or sic- 
come basta conoscere l’asse trasverso ed i due fuochi per determi- 
nare l’iperbole, così questa curva sarà determinata quando si cono- 
sceranno i due assi, i quali si potranno per conseguenza riguardare 
come i determinanti dell’iperbole, nello stesso modo che i due assi 
dcH'cIlissc sono i determinanti di questa curva. 

474. Scolio 3. 11 secondo asse CO dell’iperbole differisce dal se- 
condo asse dell’ellisse non solo perchè non incontra 1 iperbole, ma 
anche perchè rispetto al primo asse AB può essere maggiore, mino- 
re, o eguale. Ne’due primi casi l’iperbole si dice scalena, nel terzo 
equilatera. Per esser di ciò sicuri bisogna riflettere che il rettangolo 
di AF in FB ed il quadralo di OC sono legati in modo che conosciuto 
l'uno si conosce l’altro. Qnindi se si suppone dato il quadrato di OC, 
la descrizione del rettangolo accennato si ridurrà ad un problema 
già risoluto nella geometria piana, cioè a quello di descrivere un 
rettangolo equivalente ad un quadrato dato, e tale che la differenza 
di due lati adiacenti AF, FB sia eguale ad una retta data AB. Or 
è noto che questo problema si può sempre risolvere, e per conse- 
guenza il lato OC del quadrato dato può esser maggiore, o minore, 
o eguale alla retta data AB. Quindi il secondo asse dell' iperbole 
può essere o maggiore, o minore , o eguale al primo. 

Proposizione III. 

475. Nell'iperbole, il quadrato di vìi ordinata MP oliasse tra- 
sverso AB sta alla differenza de' quadrali dell'ascissa OP compu- 
tata dal centro , e del semiasse OB, come il quadrato del semiasse 
non ti asterso al quadrato del semiasse li astniso ( fig 101 )• 
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Dim. Infatti, dalle cose delle ( n° 473 ) si deduce che il quadrato 
di MP sta al rettangolo APB come il quadrato di CO al quadralo di 
OB. Or essendo AP la somma delle due rette OP , AO, ovvero 
delle due OP.OB, e PB la differenza di queste stesse rette, ne con- 
segue che il rettangolo APB è uguale alla differenza de quadrati del- 
l'ascissa OP e del semiasse OB-, e però si avrà 

iW': 01* — ~OB* OC': OB’- 

Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione IV. 

,|76. Il quadrato di uri ordinata MQ al secondo asse CO dell i~ 
perbole sta alla somma de' quadrati dell'ascissa OQ computata dal 
centro, a del semiasse OC, come il quadrato di OB al quadrato tir 
OC ( fig. 101 ). 

Dim. Dalla proposizione precedente si ha 

MI*: OP'—OB : ; OC*: ÓB'. 

Ma in ogni proporzione la somma degli antecedenti sta a quella dei 
conseguenti come un antecedente al suo conseguente, dunque sarà 

SÌ* -j- OC” : 01* : : OC’: 03*. Osservando che MP= OQ \ ed 
OP—MQ , ed invertendo sravrà in line 

MQ'-. UQ'-\~OC". '.OB': OC'. Il che si doveva dimostrar». 
Proposizione V. 

47,7. Essendo dati gli assi , descrivere T iperbole per punti » 
(lig. 102). 

Sol. Supponiamo in primo luogo che il secondo asse CD sia mag- 
giore del primo AB. Si prenda OE~OC, e sulla direzione di CD 
si noti un punto Q, che si congiunga col punto E: poi dal vertice D 
si conduca la tangente verticale, che incontri la QE nel punto V . 
Finalmente si tiri dal punto Q una- retta parellela all’asse AB, sulla 
quale si prenda una parte QM, o QM‘ eguale a QV , i punti M, c M 
così determinati appartengono all’ iperbole richiesta. 

Infatti, i triangoli simili OQE, UVE danno 

QV': QE* ! I UH': VE'. Ma 

QV , OE— OC, ed il quadrato dell’ipolenusa QE è uguale 
alla somma de’quadrati di OQ, e di OE, dunque sarà 

MQ': UQ-j- OC’ : : UÌ>': OC’, 

e per conseguenza ( n° 476 ) il. punto M, o ili 1 , appari clic all U 
per boi e. 
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Se il secondo asse CD fosse minore del primola costruzione, e la 
dimostrazione precedente resterebbero le stesse, solamente il punto 
£ caderebbe fra i punti 0 e B. 

Finalmente, se CD fosse eguale ad AB, il punto E si confonde- 
rebbe col punto B ( fig. 101 J. In tal caso, il punto M appartiene 
all’iperbole equilatera. Infatti, nel triangolo rettangolo OQB il qua- 
drato di OQ è uguale al quadrato di QB meno il quadrato di OB. 
Ma 0Q= MP, QB— QM, dunque sarà 

MP' = oP‘ — Òli 1 — APB, 

vale a dire sarà il quadrato dell’ordinata MP eguale al rettangolo 
delle ascisse corrispondenti, e però il punto M sarà un punto dell i- 
perbole equilatera. 11 che si doveva fare. 

4-78. Corollario. Da questa proposizione si deduce che per descri- 
vere un’iperbole equilatera, allorché sono dati gli assi, basta condur- 
re da tutt’i punti del secondo asse delle rette parallele al primo, e 
prendere su ciascuna di queste una parte eguale alla distanza del 
punto, da cui si è tirata la parallela, ai vertici del primo asse. Si 
avrà iu questo modo un punto di ciascun rumo della curva. 

Proposizione VI. 

479. Essendo dato l'asse trasverso AB, la direzione dell’asse non 
trasverso, ed un punto li dell'iperbole , determinare la lunghezza 
dell’asse non trasverso ( fig. 102 ). 

Sol. Dal punto dato M si abbassi la perpendicolare MQ sulla di- 
rezione dett asse non trasverso, e dal punto li s'innalzi una perpen- 
dicolare indefinita all'asse trasverso: indi fatto centro in Q si descri- 
va col raggio QM un arco di cerchio che tagli la perpendicolare ac- 
cennata in un punto V. Finalmente . si congiunga il punto Q col 
punto V con la retta QV, che si prolungherà finché incontri l’asse 
trasverso iu un punto E, sarà OE la lunghezza del semiasse non 
trasverso. 

La dimostrazione apparisce manifesta dalla proposizione prece- 
dente. 11 che si doveva fare. 

CAPITOLO II. 

Dell iperbole riferita al parametro. 

480. I! parametro di un asse dell’iperbole è, come nell’ellisse, 
una terza proporzionale in ordine a quest’asse ed al suo conjugató. 

Proposizione VII. 

481. Nell’iperbole il quadrato di un'ordinata MP all’asse tra- 
sverso AB è uguale al rettangolo dell’ascissa AP, computata dal 
vertice, nel parametro AR di detto asse , più il rettangolo coutenu- 
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dnir ascissa medesima , e da una quarta proporzionale in ordine 
aliasse , al parametro, ed all'ascissa ( fig. 103 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione è quella fatta per 
l’ellisse ( n° 303 ), solamente bisogna considerare LP come somma 
delle due rette LO e PO, ed allora si avrà 

m' = LOxAP+4PXPO. 

Il che si doveva dimostrare. 

482. Scolio 1. Dalla relazione precedente apparisce che se si 
prenda per misura del quadrato di un’ordinata all’asse trasverso il 
retlangolo dell’ascissa, computata dal vertice, nel parametro, esso 
quadrato si troverà in eccesso nell’iperbole, vale a dire sarà maggio- 
re del rettangolo accennato. Ed ecco perchè Apollonio diede alla 
curva, di cui é parola, il nome d’iperbole , che in greco significa 
eccesso. 

483. Scolio 2. La retta BK è stata chiamata Regolatrice dell iper- 
bole. Si possono qui applicare le cose dette ( n° 305 ) intorno alla 
regolatrice dell’ellisse. 

Phoposizione Vili. 

484. Nell'Iperbole, la corda MN perpendicolare aitasse trasver- 
so AB è uguale al parametro di questo medesimo asse (fig. 104 )• 

Dim. La dimostrazione è identica a quella fatta per 1 ellisse 
( n u 308 ). 

CAPITOLO III. 

De fuochi, e delle direttrici deir iperbole . 

485 La teorica de’fuochi, e delle direttrici dell’iperbole poggia 
sopra principj analoghi a quelli che sono stati adoperati parlando 
de'fuochi, e delle direttrici dell’ellisse ( n° 309 ). 

Proposizione IX. 

486'. Essendo dati gli assi dell" iperbole , trovare i fuochi 
( lig. 104 ). 

Sol. Siano AB, CD gli assi dcll iperbole. Si congiunga il punto 
C col punto B , e fatto centro in Osi descriva con un raggio eguale 
a CU un arco di cerchio che tagli l’asse trasverso ne punti F e F'z 
questi sarar.no i fuochi richiesti. 

Infatti, nel triangolo retlangolo OBC il quadralo di OC è uguale 
al quadrato di CB. ossia di OF\ meno il quadrato di OB. Quindi 
•ara OE, o pure OF', eguale all eccentricità (n"473), e però i 
punti F c b 1 sono i fuochi dell’iperbole. 11 che si doveva fare. 
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PROPOSTONE X. 

487. Essendo dati i fuochi e l’asse trasverso dell’iperbole , tro- 
vare le direttrici ( fig. 48 j. 

Sol- La soluzione di questo problema è quella stessa che è stata 
fatta per l’ellisse ( n° 311 e 312), solamente dove si dice asse 
maggiore si dirà asse trasverso. 

Proposizione XI. 


488. Nell'iperbole, il minimo fra tutti raggi vettori è quello , 
che termina al vertice più vicino dell'asse trasverso, i rimanenti 
sono tanto più grandi , quanto terminano a punti più lontani dal 
detto vertice ( fig. 48 ). 


Dim. La dimostrazione è identica a quella fatta per l’ellisse 
( n° 313 ). 


Proposizione XII. 


489. Nell'iperbole, la differenza de raggi vettori è uguale al- 
l’asse trasverso ( fig. 105 ). 

Dim. Ad un punto M dell’iperbole si conducano i raggi vettori 
FM, F‘M, e dallo stesso punto si tiri una parallela all'asse trasver- 
so AB, che incontri le direttrici NL, N'L‘ ne’punti R e R'. 

Per la proprietà fondamentale dell’iperbole ( n° 224 ) si ha 

J1F': MR! ; : MF: MR. 

Ma in ogni proporzione la differenza degli antecedenti sta a 

S nella dei conseguenti come un antecedente al suo conseguente, 
unque 

MF' — 31 F: MR' — MR \ \ MF : MR. 

Or la ragione di MF a MR è uguale a quella dell’asse trasverso 
AB alla distanza NN‘ delle due direttrici (n° 229 ); ed è poi MR ' — 
MR=NN', per conseguenza si avrà 

MF 1 — MF: NN‘ : : AB : NN', 

vale a dire la differenza de’raggi vettori è ugaale all’asse trasverso, 
11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XIII. 

490. Se un punto è situalo Juori, o dentro l'iperbole, la diffe- 
renza delle rette condrite dui fuochi a questo punto è tumore nel 
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primo caso, e maggiore nel secondo detrasse trasverso ( Gg. 106 ). 

Dim. Sia un punto N situato fuori dell’iperbole. Si tirino le rette 
NF, NF ', e MF>. 

Nel triangolo NAIF' il lato NF è minore della somma degli al- 
tri due MF‘ e MN. Togliendo da una parte NF, e dall’altra la 
somma delle due rette NM, MF , che è uguale a NF, sarkNF' — NF 
minore di MF' — MF, vale a dire minore dell’asse trasverso Ali. 

Sia in secondo luogo un punto N' situato dentro l’iperbole. Si 
tirino le rette N'F, N'F', e MF. 

Nel triangolo FMN' il lato FN' è minore della somma degli al- 
tri due FAI. MN 1 . Ma F'N‘— F'M dunque togliendo da 
una parte FN', e dall’altra la somma delle rette FM, MN', la dif- 
ferenza F'N' — FN' dovrà esser maggiore di F'M—FM , cioè del- 
l’asse trasverso AB- 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XIV. 

491 . Essendo dati i fuochi e l'asse trasverso dell’iperbole , de~ 
scrivere la curva per punti ( lig- 105 ). 

Sol. Si faceia centro nel fuoco F e con un raggio qualunque 
FM eguale a HE s i descriva un cerchio: indi si faccia ceutro nei- 
lallro fuoco F', e con un raggio F'M eguale ad AE si descriva 
un altro cerchio. I punti d’incontro delle due circonferenze appar- 
tengono evidentemente all’iperbole richiesta, perchè dalla costru- 
zione la differenza de’raggi F'M e FM risulta sempre uguale all’asse 
trasverso Ali. 11 clic si doveva fare. 

Proposizione XV. 

492. Essendo dati i fuochi e rosse trasverso, descrivere 1 iperbole 
con moto continuo ( fig. 107 ) 

Sol. Al fuoco F' si situi una riga F'M. che possa girare intorno 
n questo punto ; indi al punto M ed all’altro fuoco F si attacchino 
gli estremi di un filo MF di una lunghezza tale che sia MF' — MF 
eguale all’asse trasverso y/jff. Finalmente, si face a scorrere la punta 
di uno stiletto lungo la riga in modo che una parte del filo venga 
ad applicarsi ad essa riga, allora la punta dello stiletto descriverà 
una porzione di un ramo dell’ iperbole richiesta. Il che si doveva 
fare. 


Proposizione XVI. 

493 . Nell iperbole, ogni raggio vettore è uguale alla gvarta prò 
porztnnale in ordine al semiasse trasverso, all’eccentricità, ed al- 
l ascissa computata dal centro, più o meno lo stesso semiasse 

< lig io?;. 
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496. Scolio I . La inversa di questa proposizione è manifesta; 
perchè una sola tangente si può condurre in un punto di una cur- 
va conica. Quindi rimane dimostrato che 

Se una retta è tangente all'iperbole , essa deve dividere in due 
parli eguali l'angolo formato dai raggi vettori tirati dai due fuoz 
chi al punto di contatto. 

Proposizione XVIII. 

497. Se dai fuochi ti abbassino delle perpendicolari sulle fan - 

genti all’iperbole , la distanza dei piedi di queste perpendicolari al 
Centro della curva è costante ed uguale al semiasse trasverso 
( 109 ). 

Dim. Dai fuochi F e P sì abbassino le perpendicolari FD, F Tf 
sulla tangente MT, e si congiunga il centro O dell’iperbole con i 
punti D e D 1 . Essendo OF=.OP, e DF—DG, sarà OD la metà di 
PG , ovvero di AB. Similmente si dimostra che OD 1 è la metà di 
FR, ossia di PG , o infine di AB. Il che si doveva dimostrare. 

498. Corollario 1 . Dunque la circonferenza descritta col centro 
in O, e col raggio 0B passerà per i punti D e Df. e però 

Se dai fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tangenti al- 
F iperbole, i piedi di queste perpendicolari avranno per luogo geo- 
metrico la circonferenza descritta sull’asse trasverso come dia- 
metro. 

499. Corollario 2. Se una squadra DKD si faccia girare in mo- 
do che l'ipotenusa KD passi costantemente pel centro O dell iper- 
bole, ed il cateto DK sia in direzione col fuoco F 1 , 1 altro cateto 
DDf sarà sempre nella direzione della tangente all'iperbole. 

Proposizione XIX. 

500. Pel f iperbole, la metà di ciascun asse è media proporzio- 
nale fra la distanza del centro al punto, in cui là tangente , neon- 
ira l’asse, e l'ascissa del punto di contatto computata dal centra 

medesimo ( fig Ilo)'. 

Dim. Siano AB, CL gli assi dell’iperbole, e MS una tangente, 
che incontri i due assi ne’punti T e R. Dal punto M di contatto si 
conducano i raggi vettori MF, AlF', e le perpendicolari MP, MQ 
agli assi. Poiché la tangente divide 1 angolo FMF' in due parti e- 
guali, dividerà il lato opposto FP in due segmenti TF, TP pro- 
porzionali ai raggi FAI, PJU, e però si avrà 

TP: TF[ ’. MF' : MF. 

Quindi per le proprietà delle proporzioni sarà la somma delle rette 
TF', TF alla loro differenza come la somma de' raggi vettori alla loro 
diflerenza. Or la somma del'e rette TP e TF è uguale a 2 OF, la 
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differenza a 207', e se si faccia BD=MF, la somma de’raggi vet- 
tori risulta eguale a 2 OD, e la differenza a 20B (n° 493 ), dunque 

OF: OT : : OD : OB, 

ovvero , 

OD: OF ; : OB : OT. 

Ma per le cose dimostrate ( n° 493 ) si ha 

OD: OF'. OT: OB, per conseguenza sarà 
OT: OB:i OB: OP. 

Resta ora a dimostrare che il semiasse OC è medio proporzionale 
fra OR ed OQ. 

Essendo OT parallela a QM, c QM= OP, si ha 

OB: RQ ; ; OT: OP. Ma per le cose più sopra dimostrate, e 
per lo proprietà della proporzione continua risulta 

OT: OP I : OÌi % : OF, 

dunque 

OR: Op‘. Or 

(n°476 ) il quadrato di OP. o di MQ sta alla somma de’ quadrati di 
OC, e di OQ come il quadralo di OB al quadrato di OC, per con- 
seguenza sarà 

OR: /?(?:: OC’: OC'-\-Oq\ 

e dividendo sarà 

OR: RQ—OR : : Oc’: 0 Q% 

vale a dire per le proprietà della proporzione continua 

OR: OC ; ; OC: OQ. Il che si doveva dimostrare. 

• 501. Corollario. Da questo teorema, e dalle proprietà della prò 
porzione armonica ( n° 107 ) si deduce che 

Ciascun asse dell'iperbole è diviso armonicamente dalla tangente 
condona vi un punto della curva , dai due vertici dell'asse, e dal - 
C ordinata di quel punto. 

PitOPOSIZIONE XX. 

502. Se dai vertici dell'asse trasverso AB delT iperbole si condu- 
cano le tangenti AS, BE, che incontrino la tangente laterale ne' 
punti S ed E, il rettangolo delle tangenti verticali sarà sempre 
costante ed eguale al quadrato del semiasse coniugato OC (Cg. 1 IO). 

Dim Essendo armonici i quattro punti A, T, B, P, ed essendo 
la disianza AB di due punti conjugati divisa per mezzo in O, 
(u a 501), sarà per le proprietà della proporzione armonica (n° 108 ) 
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TA : TO \ ! TP: TB. Ma queste rette sono proporzionali alle 
rette AS, OR , PM, BE, dunque 

AS: OR ; ; PIU: BE 

vale a dire il rettangolo di AS in BE è uguale al rettangolo di OR 
in PM , ovvero di OR in OQ, o infine ( u° 500 ) è uguale al qua- 
drato di OC. Il che si doveva dimostrare. 

Phoposizione XXL 

503. Nell iperbole, la sottangente é quarta proporzionale in 
ordine alF ascisssa del punto di contatto computata dal centro, ed 
alle distanze del piede deli ordinata ai vertici dell’asse ( fig. 110). 

Divi. Essendo armonici i qua tir > punti A, T, B, P (n° 501), ed. 
essendo la distanza de punti conjugati A e li divisa in due parti e- 
guali nel punto 0, sai a per le proprietà della proporzione armonica. 
( n° 108 ) 

PA: PO ’. I PT. PB, 

ovvero 

PO: PA ; [ PB : PT. Il che si doveva dimostrare-. 
Proposizione XXII. 

504. Per un punto dato sull'iperbole , condurre una tangente a 
questa curva (flg. 110). 

Sol. Sia M il punto dato. Si conduca l’ordinata MP all’asse tra- 
sverso AB-, indi si trovi una terza proporzionale OT in ordine alle 
rette OP, OB, c si congiunga il punto T col punto M. La retta MT 
sarà la tangente richiesta ( n 0 ' 500 ).. Il che si doveva fare. 

Altra Soluzione. 

505. Si tirino i raggi vettori lllF , MP, e si divida in due parli 
eguali l’angolo da essi compreso per mezzo della retta MT. Questa 
sarà la tangente richiesta ( n° 495 ). II che si doveva fare. 

Proposizione XXIII. 

506. Per un punto dato fuori t iperbole, condurre una tangente 
a questa curva ( fig. 110). 

Sol , Sia T il punto dato sull'asse trasverso AB. Si trovi una ter- 
za proporzionale OP in ordine alle rette OT, OB, ed al punto P 
s’innalzi la perpendicolare PM: indi si tiri la retta MT, elio sarà la 
tangente richiesta ( n° 500 ). Supponiamo ora che il punto dillo sia 
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R situato sull'asse non trasverso. Si trovi in ordine alle rette OR, 
OC la terza proporzionale OQ, indi dal punto (7 s’innalzi la per- 
pendicolare (J.U, e si tiri la retta AIR, questa sarà la tangente ri- 
chiesta. 

E manifesto che il tyoblema ammette due soluzioni, vale a dire 
che si possono tirare dal punto T due tangenti allo stesso ramo MB, 
e dal punto R pure due tangenti, ma una ad un ramo, e l'altro al 
ramo opposto. Vedremo in appresso come partendo dallo stesso prin- 
cipio dimostrato ( n° 500 ) si possa tirare la tangente quando il 
punto dato T, o R si trova fuori degli assi dell’iperbole. 

Altra Sohnicne. 


507. Supposto risoluto il problema sia TM ( fig. Ili ) la tan- 

5 ente richiesta. Si congiunga il punto dato T col fuoco più vicino 
\ si tirino i raggi vettori MF, MF', si prenda A1G = MF, e si 
conducano le rette GT, GF. 

Essendo Eoscele il triangolo GMF, ed essendo per ipotesi la 
T3I tangente, questa sarà perpendicolare alla base GF del triangolo, 
c la dividerà in due parli eguali nel punto E: per conseguenza le 
rette TG, TF saranno eguali come obblique equidistanti dalla per- 
pendicolare TE. Quindi il cerchio descritto col centro in T e col 
raggio TF passerà pel punto G . Ma questo punto trovasi sulla cir- 
conferenza descritta col centro in F' e col raggio F'G eguale 
all’asse trasverso AB, dunque il punto G è dato. 

Da questa analisi si deduce la seguente risoluzione del problema 
proposto. 

Si tiri la retta TF, e fatto centro in T si descriva col raggio TF 
un cerchio: indi fatto centro in F‘ si descriva con un raggio eguale 
ad AB un altro cerchio, che incontrerà il primo in due punti. Sia G 
uno di questi punti che si congiungerà col fuoco F‘ per mezzo della 
retta F'G, la quale prolungata incontrerà l’iperbole in un punto M. 
Finalmente, si congiunga questo punto col punto dato T per mezzo 
della retta MT. Questa sarà la tangente richiesta. 

Infatti, si tirino le rette MF, TG, GF’. Il triangolo GTF è iso- 
scele, perchè le rette TF, TG sono eguali come raggi di un mede- 
simo cerchio. Similmente, il triangolo GMF è isoscele, perchè es- 
sendo F'G — AB, e MF‘ — MF=AB, risulta MG=MF. Quindi la 
reità MT, che unisce i due vertici opposti M e T deve dividere in 
due parli eguali l’angolo GMF compreso dai raggi vettori, e però 
sarà tangente ail’iperbole. 11 che si doveva fare. 

508 . Sctliu Secondo la diversa posizione del punio T, questo 
problema ammetterà due soluzioni, o una sola, o nessuna. Ciò si 
vedrà chiaramente in appresso, quando saranno note le altre pro- 
prietà dell’iperbole. 
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Proposizione XXIV. 

509. Essendo dato l'asse trasverso AB, ed un punto M delti- 
peritole , determinare l'asse non trasverso ( fig. 1 10 ). 

Sol- Per avere la direzione dell'asse non trasverso, basta innal- 
zare dal centro 0 dell’iprrbole una perpendicolare indefinita. Per 
avere poi la sua lunghezza, si conducano le ordinate MP, MQ ai 
due assi, indi si trovi una terza proporzionale OT in ordine alle 
rette OP, OB. e si congiunga il punto T col punto M per mezzo 
della retta TM, che sarà tangente alla curva, ed incontrerà la dire- 
zione del secondo asse in un punto R. Ciò fatto, si trovi una inedia 
proporzionale OC fra OQ ed OR : sarà OC la metà del secondo 
asse, e CL doppia di OC sarà la lunghezza richiesta. 11 che si do- 
veva fare. 

Phoposizione XXV. 

510. La normale MN in un punto M dell iperbole divide in due 
parli eguali l'angolo FMH compreso dal raggio vettore FM e dal 
prolungamento dell'altro raggio vettore F'M ( fig. 110 ). 

Dim. infatti gli angoli GMN , TMN sono retti, e perciò eguali 
fra loro: ma sono ancora eguali gli angoli GMH , TMF , dunque 
se dai primi due angoli si tolgono i due secondi, gli angoli rima- 
nenti 11MN , FMN saranno eguali fra loro. 11 che si doveva dimo. 
strare. 

511. Corollario. Da questo teorema si deduce, come nell’ellisse 
( n° 345 e 346 ) che 

Nell'iperbole i due fuochi sono coniugali ai due punti, ne quali 
la normale , e la tangente incontrano l'asse trasverso-, e per conse- 
guenza 

L'eccentricità è media proporzionale fra le disianze del centro 
ai punti, ne' quali la normale e la tangente incontrano l'asse tra- 
sverso. 

512 Scolio. Dalla proposizione qui sopra dimostrata consegue 
che se al fuoco F si mette un corpo luminoso , ogni raggio FM 
incontrando la curva si dovrà riflettere secondo la retta MII, per- 
chè l'angolo d'incidenza FMT dev’ esser eguale all angolo di rifles- 
sione GMH. Quindi i raggi riflessi concorreranno nell’ altro fuoco 
F‘, e per conseguenza questi medesimi raggi saranno tanto meno 
divergenti , quanto più i fuochi saranno distanti 1 uno dall’altro. 

Proposizione XXVI. 

513. Nell' iperbole , la sunnormale NP sta alla corrispondente 
ascissa OP, computala dal centro, come il parametro dell asse tra - 
scorso AD a questo medesino esse (fig. 1 IO). 
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Dim. La dimostrazione di questo teorema è quella ch’è slata fatta 
per l’ellisse ( n° 347). 

51 4. Corollario 1. Si deduce da questo teorema come nell’ el- 
lisse ( n° 348 c 349 ) che 

Nell' iperbole, la sunnormale ita all ascissa dal dentro come il 
semiparametro dell'asse trasverso alla metà di questo medesimo 
asse , ovvero come il quadrato del semiasse non trasverso al qua- 
drato del semiasse trasverso. 

51 5. Corollario 2. Se si dinoti con K la metà del parametro del- 
l’asse trasverso AB, si avrà pel corollario precedente 

NP : OP : : K : OB. 

Dunque a misura che l'ascissa OP diminuisce, ancora deve dimi- 
nuire la sunnormale NP; e però so l’ascissa si suppone eguale ad 
OB. la sunnormale sarà NB , ossia K. Sicché la minima distanza del 
piede N della normale al vertice B della curva è uguale al semipara- 
metro dell’asso trasverso, ossia la normale corrispondente al vertice B 
è la minima. Richiamando in questo luogo ciò che abbiam detto per 
1’ ellisse ( n° 330 ) si conchiuderà che quando si parla della normale 
corrispondente al vertice B, il punto N si deve considerare come 
un limite. 

516. Scolio. Si potrebbe considerare ancora la sunnormale N'Q 
relativa al secondo asse : ma di ciò parleremo in progresso. 

Proposizione XXVII. 

517. La distanza ON del centro dell iperbole al punto , in cui 
la normale incontra lasse trasverso , sta all'ascissa corrisponden- 
te OP come il quadrato dell eccentricità OF al quadrato del semi- 
asse trasverso OB ( fig. 110.) 

Dim La dimostrazione di questo teorema è quella fatta per I el- 
lisse (n° 352), solamente in vece di fare il dividendo si farà il com- 
ponendo. 

518. Corollario. Quando l’ascissa OP si suppone eguale ad OB, 
si avrà 

ON.OB::Óf°: OB % 

ovvero, moltiplicando por OB i termini della prima ragione , 
ONxOB : : uif, 

e per conseguenza sarà 

ONxOB= UF\ 

Dunque , nell iperbole la massima distanza del centro al punto 
in cui la normale incontra lasse trasverso , è una terza propor- 
zionale in ordine al semiasse trasverso ed al'ecccntriiità. 
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CAPITOLO V. 


Degli attintoti dell" iperbole' 

519. Defnizione. Quando un ramo di curva è infinito , una 
retta che può ad esso avvicinarsi tanto quanto si vuole , senza mai 
incontrarlo , si chiama assiti foto 

520 Nella genesi dell'iperbole per mezzo del cono (n° 267) ve- 
demmo che questa sola fra le curve coniche aveva due assintoti. Re- 
sta ora a parlare delle proprietà d- gli assintoti medesimi', e del 
modo di descriverli , considerando iperbole indipendentemente 
dal cono. Ma prima di far ciò , giova qui richiamare le cose, cho 
dicemmo nell’articolo citato più sopra, a fine di dimostrare che l’i- 
perbole aveva due assintoti. 

521. Per mezzo del cono dimostrammo in primo luogo che cia- 
scun ramo dell’ iperbole restava sempre rinchiuso fra i lati di un 
certo angolo K Oli (fig. 1 1 2|) che non poteva mai incontrare. In 
secondo luogo, fu dimostrato che ogni retta DL parallela ad uno 
di questi lati OH, per esempio, doveva intersegare un ramo del- 
F iperbole in un punto solo ; cadendo il suo prolungamento tutto 
dentro il ramo medesimo. Epperò si conchiuse che un ramo dell’ i- 
perbole poteva avvicinarsi ai lati dell’angolo .KW/ per un intervallo 
minore di qualunque assegnabile. Infatti, se si dinoti con AB nn 
siffatto intervallo, la retta BL tirata parallelamente ad OH non può 
mai cadere fra OH e la curva , e per conseguenza la distanza AB 
delle due parallele, per quanto piccola si voglia, è sempre maggio- 


re della distanza di OH alla curva. Quindi i lati OH, OK prolun- 
gati indefinitamente dall'ima e dall' altra parte sono assintoti dell’ i- 
perbole. 

522. Premesse queste cose si potrà intendere facilmente ciò che 
segue. 

Proposizione XXVIII. 


523. Ogni retta MN, che cade neW angolo assintolìco KOH , a 
passa pel punto 0 d'incontro degli assintoti , ed ogni retta DE, 
che taglia gli assintoti verso i due rami opposti dell iperbole, es- 
sendo prolungata , incontra questi medesimi rami (fig. 113). 

Dim. Infatti, se OM non incontrasse, per esempio, il ramo BMC, 
dovrebbe cadere fra questo ed uno degli assintoti, ed allora la retta 
OM si dovrebbe avvicinare alla curva più dell’assiniolo; il che non 
può sussistere. La stessa dimostrazione vale per ON, e per DE. Il 
che bisognava dimostrare. 
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• PnoPosizioNE XXIX. 

524. La retta BC, che unisce due punti di un rama dell iper- 
bole, essendo prolungata incontra l'uno e l'altro assintoto dentro 
[angolo assinlotico (fig. 113) 

Dim. Infatti , se fosse parallela ad uno degli assintoti, dovrebbe 
incontrare il ramo ZfMC in un solo punto, contro I ipotesi. Se poi 
incontrasse I' assintolo OH ed il prolungamento OD dell’altro asin- 
toto OK, dovrebbe incontrare il ramo opposto al ramo BMC , ed al- 
lora una linea retta incontrerebbe una sezione conica in più di due 
punti. Dunque la corda BC deve incontrare l’uno e l’altro assiutoto 
dentro l’angolo assinlotico. Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXX. 

525. La retta che tocca V iperbole , essendo prolungata, incon- 
tra [ uno e [altro assintoto dentro l angolo assinlotico (lig. 114). 

Dim. Sin ML una retta che tocca l’iperbole in un punto M: 
dico che questa retta, essendo prolungata , incontrerà ambidue gli 
assintoti dentro I’ angolo assinlotico A OH. Infatti , se la tangente 
ML passasse pel punto 0 d'intersezione degli assintoti, o incontrasse 
uno degli assintoti nel punto H , ed il prolungamento dell’altro in 
un punto F, in ambidue i casi incontrerebbe il ramo dell’ iperbole 
opposto al ramo MN ( n° 523), e per conseguenza non sarebbe piè 
tangente , contro 1’ ipotesi. Dunque la taugente ML deve incon- 
trare gli assintoti dentro l’angolo assinlotico. 11 che si doveva di- 
mostrare. 

526. Corollario. Apparisce da questo teorema che le due tan- 
genti ML , NL ad uno stesso ramo dell’ iperbole devono incontrarsi 
necessariamente in un punto L situato dentro l’angolo assinlotico; e 
che le tangenti EN, FR ai due rami opposti dell’iperbole, essendo 
prolungate, dovranno incontrarsi in un punto D situato fuori 1’ an- 
golo assintotico, o saranno parallele. 

Proposizione XXXI. 

527. L’ assintoto è il limite , a cui tende la tangente , quando il 
punto di contatto s'allontana all'infinito (fig. 114). 

Dim. Infatti , la tangente ML deve incontrare l’uno e l’altro as- 
sintoto ne’ punti G e H. dentro 1 angolo assintotico KOII, (n° 525); 
per conseguenza se il punto G s’ avvicina al punto 0 d’ incontro 
de' due assintoti , il punto II si dovrà allontanare dal medesimo 
punto O Se dunque il punto G arrivasse a coincidere et I punto O t 
allora la tangente ML avrebbe coll’ assintoto due punti di comune, 
e però si confonderebbe con esso, ed il punto di contatto M si tro- 
verebbe ad una distanza infinita dal punto O, Quindi un assiutoto 
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dell' iperbole è una tangente , il cui punto di contatto trovasi all* in- 
finito. Il che si doveva dimostrare. 

528. Scolio. Questo teorema offre il mezio di determinare gli 
assintoti deli' iperbole, indipendentemente dal cono , come si vedrà 
nella proposizione che segue. 

Proposizione XXXII. , 

529. Se da un vertice A dell'asse trasverso AB dell' iperbole si 
conduca la tangente verticale Ali eguale al semiasse non trasversa 
OC, la retta EÒ sarà un ass ntoto della curva ( tig. 1 1 5 ). 

Dim. Si conduca la tangente laterale MT, che incontri le tan- 
genti verticali AE, BS ne’ punti E, e «F; indi si tiri la ordinata MP. 

Essendo armonici i quattro punti B, T, A, P { n° 501 ) , ed es- 
sendo la distanza de’ punti conjugati B ed A divisa in due parti 
eguali nel punto O, ne consegue ( n® 102 ) che se il piede P della 
ordinata s’ allontana all’ infinito dal punto A, il piede T della tan- 
gente, eh’ è il suo corrugato, coinciderà col punto O. E poiché in 
tal caso il punto M di contatto si troverà all infinito, la tangente 
MT si confonderà coll’assintoto. Quindi si conosce un punto 0 per 
cui questo assintoto deve passare, onde resta solo a determinare un 
altro punto della sua direzione. A tal fine si osservi che il rettango- 
lo delle tangenti verticati AE, BS è sempre costante ed eguale 
al quadrato del semiasse OC (n° 502 ). Or quando il punto T coin- 
cide col punto O, un siffatto rettangolo si trasforma in quadrato, 
perchè allora le tangenti verticali AE,BS divengono eguali fra loro, 
dunque un siffatto quadrato dev' esser eguale a quello della tangente 
verticale AE, e per conseguenza la retta OE è- un assintoto dell’i- 
perbole. Il che si doveva dimostrare. 

530. Corollario I . Apparisce da questo teorema che il punto d’in- 
contro degli assintoti deU’iperbele coincide col centro 0 di questa 
curva. 

531. Corollario 2. Si deduce ancora che per determinare gli as- 
sintoti dell’ iperbole basta condurre la tangente verticale EE 1 . e 

{ irendere AE ed AE 1 ciascuna eguale al semiasse non traverso 0C t 
e rette indefinite ER, tfRf, saranno gli assintoti richiesti. 

532. Corollario 3. E poiché le tangenti verticali EE 1 , RR‘ sono 
eguali fra loro, c ciascuna è uguale all'asse CD, la figura EE'RR 1 
è un rettangolo. Quindi 

Gli assintoti dell iperbole coincidono colle diagonali del retta»* 
goto formato sopra i due assi. 

Proposizione XXXIII. 

533 L'angolo assintotico è retto, acuto, o ottuso, secondo che 
lasse trasverso è uguale, maggiore, a minore dell asse non (nt- 
sverso ( fig. 115). 

24 
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Dim Siano AB, CD, gli assi dell’iperbole, ER, E> R gh a«sm- 
loti ed E E' una tangente sperticale. Per 1 tre punti E, O, E si tac- 
cia passare un arco di cerchio. E manifesto che un siffatto areosara 
una semicirconferenza, quando si suppone AO=A£, che * ar » m ag- 
rore della semicirconferenza, quando gara AO maggiore di AE, e 
che inline sarà minore della semicirconferenza quando Sara AO mi- 
nore di A E. Quindi nel primo caso 1 angolo EOE sara retto, nel 
secondo acuto, nel terzo ottuso. 11 che si doveva dimostrare. 

554. Corollario. Apparisce da questo teorema che nell iperbole 
equilatera 1 angolo assintotico è retto, e che nell iperbole scalena e 
acuto o ottuso, secondo che 1 asse trasverso è maggiore, o minore 
dell’asse non trasverso. 

Proposizione XXXIV . 

535. Se per un punto dell iperbole si conduca F ordinata ad 
uno degli assi, e si prolunghi Zinchi incontri gli assmtoti , tl rei. 
tarinolo delle parti con prese fra quel punto e gli assmtoti, eu- 
gitale al quadrato del semiasse parallelo all ordinata (Cg. Ho)* 

Dim. Sia M un punto dell’iperbole, pel quale si conduca in 
primo luogo aliasse trasverso AB l’ordinata MP, che si prolunghi 
ìinché incontri gli assinloti OE, OE 1 ne punti R, e R . D'co che ,1 
rettangolo di MR in MR! è uguale al quadrato del semiasse Ut. 

1 due triangoli rettangoli OPR, OPR' sono eguali, perche hanno 
il lato OP comune, c 1 angolo ROP=R'OP , per conseguenza sara 
pji—PR'. E poiché MP=PM', » avrà anche MR=M R , e pero 
sarà MR la differenza delle rette PR, PM , e MR! la somma delle 
stesse rette. Quindi il rettangolo di MR in MR! è uguale al qua- 
drato di PR meno il quadrato di PM. Or per la proprietà dell t- 
perbole si ha (n° 475 ) 

PM': OP'—AÒ t '.:AÈ‘: A(f ■ 

Ma i triangoli simili OAE , OPR danno 

Pie : 0P* : : Ai? : io’ , dunque 
PR' : PM' : l OP" : ÓP* — lO'r 
e dividendo risulterà 

PR'—PM 1 : PR* : : J(T : 0P> ” AE? : fi?, 

e per conseguenza 

pjp Pm' = HE', vale a dire il rettangolo di MR in 

MR 1 è uguale al quadrato di OC. „„ , 

Supponiamo ora che dal punto M si conduca 1 ordinata MQ al 
secondo asse CD, che prolungata incontri gli assinloti ne punti IV 
e A'. Dico che il rettangolo di MN ia MN‘ è uguale al quadrato 
di AO. 
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Infatti , ! rettangoli RMR', NMN' sono in ragion composta dalie- 
ragioni di MR a MN, e di MR! a MN'. Ma per i triangoli simili 
MNR, OPR, la ragione di MR a MN è uguale a quella di PR a PO , 
ossia di AE ad AO, e per i triangoli simili MN'R! , OPR'., la ragione- 
di MR' a MN' è uguale a quella di PR' a PO, ovvero di AE ad AO, 
dunque sarà 

RMR 1 : NMN' \ ! 70*, e per conseguenza il rettangolo NMN' 

è uguale al quadrato di AO. 11 che si doveva dimostrare. 

Phoposizione XXXV. 

„ ' t 

536. Se una corda qualunque deir iperbole ti prolunghi fnchà 
incontri gli assintoti , il rettangolo delle parti comprese fra un 
punto della curva e gli astiatoti, è sempre costante (fig. 117> 

Dim. Sia GF una corda dell* iperbole, che prolungata incontri 
gli assintoti ne' punti E e D. Dico che il rettangolo di GE in GD 
è sempre costante , vale a dire che se un’ altra corda BR parallela 
a GF si prolunghi finché incontri gli assintoti ne’ punti A e S. il 
rettangolo di GE in GD sarà eguale al rettangolo di BA in BS. 

Per i punti G, e B si conducano le rette QL, HK perpendicolo rr 
all’ asse trasverso. 1 triangoli simili EGQ r E AB , e LGJ), K BS 
danno 

GL : GD \ : KB : BS, 

QG: EG:: EBiABr 

ovvero, moltiplicando per ordine 

QGL : EGD : : II BK : ABS. 

Ma per la proposizione precedente, il rettangoli» QGL eugualc 
al rettangolo HBK, dunque sarà pure il rettangolo EGD eguale al 
rettangolo ABS. 11 che si doveva dimostrare! 

537. Scolio I. Questa dimostrazione si applica anche quando là 
corda GF, o BR (fig. Il 3), è esterna all’iperbole , eioè- incontra i 
due rami opposti della curva. 

538. Scotio 2. È facile il vedere (fig. I 13, e 117) che seie 
rette QL, HK si facciano passare per i punti F e R, si può dimo- 
strare come qui sopra che il rettangolo di FE in- FD e uguale al 
rettangolo di RA in RS; e che se si faccia passare la QL pel punto 
G, e la II K pel punto R, il rettangolo di EG in GD sarà eguale a 

I uello di AR in RS. Sicché si può conchiudere che i retiangoli 
i 'GD, EFD, ABS , ARS, sono eguali fra loro. 

539. Scolio 3. Se si suppone che le rette EG. AB restando sem- 
pre parallele fra loro non stiano per diritto col.e rette GD, BS che 
sono anche parallele fra loro, si potrà dimostrare come- sopra che il 
rettangolo di EG in GD è uguale a quello di AB in BS. 


Digitized by Google 



SEZIONI 


1 » 

Proposizione XXXVI. 

540. Le parti di una segante gunlungue, comprese fra l iper- 
bole t gli assinloti, sono eguali fra loro (fig- 1.17). 

Dim. Siano EG, FD le parti di una segante ED, comprese fra 
V iperbole e gli assinloti : dico che sono eguali fra loro. 

Infatti, (n° 538) si ha 

EG X GD= EF X FD, 

ovvero 

GD : FD : : EF : EG ; * 

e dividendo sarà 

GD—FD : FD :: EF— EG : EG, 

ossia . . . 

FG : FD : : FG : EG , e per conseguenza risulta 

FD—EG- Il che si doveva dimostrare. 

541. Scolio. Se la segante fosse GF (fig. 113), s’avrebbe pure 
’EG=FD. La dimostrazione è identica a quella fatta qui sopra, so- 
lamente in vece del dividendo si dovrà fare il componendo. 

542. Corollario 1. Poiché EG ( fig. 117) è sempre uguale a 
'FD, lo s'.csso dovrà accadere quando i due punii d’intersezione G, 
e F si riuniscono nel solo punto I. Quindi 

La retta , che tocca l'iperbole, e va a terminare agli assinloti, è 
divisa in due parti eguali nel punto di contatto. 

Epperò, il rettangolo di EG in GD é uguale al quadrato di Ef. 

543. Corollario '!■ Poiché EG (fig. 113) è sempre eguale a FD, 
ne consegue che quando i due punti d’ intersezione D ed E si riu- 
niscono nel solo punto U, dovrà essere O.S=.OM . Quindi 

A eli iperbole, ogni retta MN, che passa pel centro, e va a ter- 
minare ai due rami della curva , resta divisa in quel punto in 
due parli eguali. - 

Epperò il rettangolo di EG in GD è uguale al quadrato di MO. 

CAPITOLO VI. 

Delt iperbole riferita agli assintoti. 

1544. Esposte le proprietà degli assinloti in generale, passeremo 
ora a parlare di quelle, che si hanno quando 1’ iperbole si riferisce 
agli assintoti considerati come assi delle coordinate. 

Proposizione XXXVII. 

545. Nell' iperbole riferita agli assintoti, il rettangolo delle 
coordinate di un vertice d ii' asse trasverso è uguale alla quarta 
parte dilla somma de' quadrati de semiassi della curva (Gg-I 18). 
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Dim. Siano CH, CK gli assintoti, e CA il semiasse trasverso. Si 
tiri AB parallela a CH , ed AD parallela a CK, indi si congiunga il 
ponto D col punto B, e si conduca la tangente E Et. Le coordinate 
assintotiche del punto A sono AB, e BC. 

Nel parallelogrammo ABCD la diagonale AC divide l'angolo as- 
aintotico BCD in due parti eguali , per conseguenza dividerà l’ an- 
golo opposto DAB pure in due parti eguali , onde sarà AB—BC. 
Quindi la figura ABCD è una losanga, e però le diagonali AC, BD 
si tagliano scambievolmente in parli eguali e ad angoli retti. Or 
essendo 

CO: CA\\OD: AE, 

ne consegue che OD è la metà di AE, ovvero la metà del semiasse 
non trasverso. Ma il quadrato di AB è uguale alla somma de'qua- 
drati di 04, e di OB, dunque il rettangolo delle coordinate assin- 
totiche CB, BA del vertice A è uguale alla quarta parte della som- 
ma de’ quadrati de’ semiassi. Il che si doveva dimostrare. 

546. Scolio 1. Al quadrato di un lato AB della losanga ABCD 
si è dato il nome di potenza delf iperbole , perchè, come vedremo 
in appresso, indica quanto può , ossia quanto è il valore del rettan- 
golo delle coordinate assintotiche di un punto qualunque dell iper- 
bole. 

547. Scolio 2. Poiché l’aja del triangolo CD A ha per misura il 
prodotto di CO per DO, e quella del triangolo CBA, il prodotto di 
CO per OB , ne consegue che l’aja della losanga ABCD é uguale 
alla metà del rettangolo de’ semiassi. 

548. Scolio 3. Essendo Coeguale all'eccentricità (n° 486), e 
CD la metà di CE , sarà il lato della potenza dell’iperbole eguale 
alla metà dell’ eccentricità. 

Proposizione XXXVIII. 

549. Il rettangolo delle coordinate assintotiche di un punto 
qualunque dell' iperbole è uguale alla potenza di questa (Gg.119). 

Dim Sia A un vertice dell’asse trasverso dell' iperbole, e M un 
punto qualunque dell’ iperbole. Si tirino le rette AB, MP parallele 
all’assintoto CH, e le rette AD , MQ parallele all assintoto CK. Il 
rettangolo di MP in MQsark eguale a quello di AB in AD( n" 539). 
Ma MQ=CP , ed AD=CB , dunque il rettangolo delle coordinate 
assintotiche del punto M è uguale alla potenza dell’ iperbole. Il che 
si doveva dimostrare. 

550. Corollario 1. Se si prenda un altro punto N , e si condu- 
cano le parallele agli assintoti, sarà 

CPxPM=CRxNR, 

vale a dire 

CP -.CR .: NR .PM. Dunque 

.A eli iperbole riferita agli assintoti, le ascisse sono reciprocamente 
proporzionali alle ordinate corrispondenti. 
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Sicché quando l'asciasa cresce, l'ordinata corrispondente diminuì» 
•ce; e però quando l’ascissa sarà eguale all' infinito, l’ordinata cor- 
rispondente dovrà annullarsi. Ciò prova in altro modo quello, che 
già si è dimostrato, vale a dire che l’assintoto s’avvicina all’iperbole 
per una quantità minore di qualunque assegnabile, e elle può con- 
siderarsi come una tangente, il cui punto di contatto trovasi all’in- 
finito. 

55 1 . Corollario 2. 1 parallelogrammi CPMQ , CBDA , CRNL 
avendo i lati intorno agli angoli eguali reciprocamente proporzio- 
nali , sono equivalenti. Quindi (n° 547) 

Jl parallelogrammo costruito sulle coordinate assinlotiche di un 
punto qualunque dell' iperbole è costante ed eguale alla metà del 
rettangolo de' semiassi 

552. Corollario 3. Si tiri la tangente ST, sarà PT la sottan- 
gente. Ma (n # 542) si ha SM=!UT , dunque CP=PT, e però 

Nell iperbole riferita agli assinloti , la sottangente è uguale al~ 
T ascissa del contatto. 

553. Corollario 4. Essendo CQ=QS , sarà il triangolo SQM 
metà del parallelogrammo CPMQ. Similmente , essendo CP=PT, 
il triangolo MPT è metà dello stesso parallelogrammo. Quindi 

L’aja del triangolo CST formato dalla tangente e dagli assin- 
toti, è sempre costante ed eguale al rettangolo de' semiassi. 

CAPITOLO VII. 

De ’ diametri dell' iperbole. 

554. Dall’ iperbole riferita agli assi passammo all' iperbole rife- 
rita agli assinloti , vale a dire dall’iperbole riferita a un sistema di 
coordinate rettangolari passammo all' iperbole riferita ad un sistema 
di coordinate , che può essere rettangolare ed obliquo. Ma gli as- 
sintoli non sono diametri ; resta dunque a vedere se oltre agli assi 
abbia l’ iperbole altri diametri, ai quali si possa riferire. 

Proposizione XXXIX. 

555. Le tangenti condotte per gli estremi di una corda , cha 
passa pel centro dell'iperbole, sono parallele fra loro (fig. 120). 

Dim. Sia MN una corda, che passa pel centro 0 dell’ iperbole. 
Per gli estremi di questa corda si conducano le tangeuti MT, A S, 
le quali incontrino l’asse trasverso All ne punti T eS ; indi si ti- 
rino a quest’ asse le ordinate MP, NQ. Dico che le tangenti accen- 
nate sono parallele fra loro. 

La corda MN passando pel centro , resta ivi divisa in due parti 
eguali (n° 543). per conseguenza sono eguali i due triangoli rettan- 
goli QMP. ONQ, e sarà MP — NQ, ed OP — OQ. Ma il semiasse 
Oli é medio proporzionale fra OT ed OP, 0 pure fra OS ed OQ 
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(n° 500), dunque essendo OP=^OQ, dovrà esser ancora OS=OT. 
Quindi saranno eguali i due triangoli MOT , jV OS , e sarà l’angolo 
OMT=ONS, vale a dire le tangenti MT, NS saranno parallele fra 
loro. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XL. 

556. Le tangenti condotte per gli estremi di una corda, che passa 
pel centro dell' iperbole , e che terminano agli astiatoti di questa , 
sono eguali fra loro (fig. 121). 

Dim. Sia AB una corda qualunque , che passa pel centro 0 del- 
l’ iperbole. Per gli estremi di questa corda si tirino le tangenti 
KH, ES, che terminano agli assintoti SII , KE. Dico che la tan- 
gente KH è uguale alla taugente ES. 

Essendo parallele fra loro le due tangenti per la proposizione 
precedente, ed essendo OB— OA , i triangoli OBH, OAS sono 
eguali fra loro, onde risulta BH—AS. Similmente si dimostra che 
il triangolo OBK è uguale al triangolo OAE, onde sarà BK—AE. 
Ma IÌH=BK, ed AS=AE, dunque le tangenti KH, SE sono eguali 
fra loro. Il che si doveva dimostrare. 

557. Corollario. La retta AB, che unisce i contatti di due tan- 
genti parallele, deve passare pel centro O dell iperbole. 

Infatti , si tiri la retta AO , che si prolunghi finché incontri la 
tangente KH in un punto B, Essendo £0—0 K, ed AE parallela a 
£K, saranno eguali i triangoli AOE, OBK. e però sarà AO=OB, 
vale a dire il punto B non è diverso dal contatto della tangente KH. 

558. Scolio. Nell’ iperbole non possono esistere più di due tan- 
genti parallele fra loro. Infatti, se oltre KH, si potesse condurre al 
ramo MBR una tangente parallela a SE, allora sarebbe KH pa- 
rallela alla tangente accennata ; il che non può sussistere (n* 526). 

Proposizione XLI. 

559. Nell iperbole esistono infiniti sistemi di diametri coniugati 
(Eg- 121) 

Dim. Pel centro O dell’iperbole si conduca nell’angolo assintotico 
KOH una retta qualunque Ox, che si prolunghi indefinitamente 
dall'una e dall'altra parte: indi dai due punti A e B, dove questa 
retta incontra la curva, si tirino le tangenti KH, SE. Da un punto 
M della curva si tiri MP parallela alla tangente KH,c\xe si prolunghi 
finché incontri gli assintoti, e dallo stesso punto si conduca MF pa- 
rallela ad AB. Finalmente dal centro 0 si tiri la retta Otj, che si 
prolunghi indefinitamente dall'una e dall'altra parte. 

In virtù delle parallele KH, A7V", si ha 

BH : BK ; ; PN: PN, 

e però sarà PNsxPN 1 . Ma ( n° 540 ) MN—M'N, dunque MP=PM‘. 
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Sicché la reità Rx divide in due parti tutte le corde parallele all* 
tangente KH, e per conseguenza è un diametro dell'iperbole. 

Essendo poi le tangenti BH , ed AE eguali e parallele ( n 556), 
la figura ABHE è una parallelogrammo, onde sarà EH eguale e 
parallela ad AB. Quindi si deduce che OB=CH, ed AO—EC, os- 
sia EC=CH. Or si ha 

677: EC\ \ QV: QV, 

dunque QV—QP. Ma da un’altra parte è MV—V'F, per conse- 
guenza sarà QM=QF, vale a dire fa retta Dy divide in due parti 
eguali tutte le corde parallele ad AB- I a ciò si conchiude che le 
rette Rx, Di) sono diametri coniugati dell’iperbole; e che in questa 
curva esistono infiniti sistemi di diametri conjugali. 11 che si dove- 
va dimostrare. 

560. Scolio 1. Nell’ iperbole esiste un solo sistema di diametri 

C °lS > /etJS 1 ?]f=FJ5r, se l'angolo OBII è retto, < leve OB di- 
videre in due parti eguali l’angolo assintotico KOIi, ed ajlora Ab 
(n“ 582 ) sarà l'asse trasverso, ed il suo conjugato sara CU eguale 

alla tangente KH. . 

561 . Scolio 2. Analogamente agli assi, i quali formano un siste- 
ma particolare di diametri conjugati, si è dato ad AB >> nome di 
diametro trasverso, o di diametro primario , ed a CD—BU quello 
di diametro non trasverso, o di diametro secondano. 

562. Scolio 3. Dalle cose precedenti risulta che gli assinloti del- 
l’iperbole coincidono colle diagonali del parallelogrammo costruito 
sopra due diametri conjugati. 

563. Scolio 4. Nell'iperbole equilatera ogni diametro AB e u- 

guale al suo conjugato CD. ,. .. 

Infatti, essendo retto l’angolo assintotico ( n 534) le diagonali 
del parallelogrammo KHES si tagliano ad angoli retti, eperconse- 
seguenza un siffatto parallelogrammo sara una losanga, ed in un 
solo caso sarà un quadrato, cioè quando AB, CD sono assi conju- 
gali. Quindi risulta KH=EH, ossia CD=AB. 

564. Scolio 5. Nell’iperbole scalena ogni diametro trasverso e 
maggiore o minore del suo conjugato, secondo che l’angolo assinto- 
tico è acuto, o ottuso. 

Infatti, i due triangoli KOII, EOI! hanno .1 alo OH di comune, 
ed il lato OK=OE ■ Quindi secondo che l’angolo KOB sara acuto, 
o ottuso, il lato EH sarà maggiore, o minore del lato KH, ossia 
sarà AB maggiore, o minore di CD. . 

566. Scolio 6. Nell’iperbole tult ì diametri passano pel centro. 
Viceversa, ogni retta che passa pel centro, e non coincide con uno 
degli assintoti, è diametro della curva. Quindi gli assintoti sono ì 
limiti che separano i diametri trasversi dai diametri non trasversi. 

567. Scolio 7. Un diametro non trasverso CD divide in due parti 
eguali le soie corde, come ME, che sono parallele al suo conjuga- 
to AB. Slmilmente , un diametro trasverso AB divide in due 
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parli eguali le sole corde, come MM', che sono parallele al suo con- 
iugalo CD, o pure alle tangenti KU, SE condotte per i vertici 
A e B. 

Quindi due corde dell'iperbole, o esterne, o interne, non si pos- 
sono tagliare scambievolmente in due parti eguali che nel solo cen- 
tro della curva. 

568. Scolio 8. Dallo scolio precedente si deduce che nell'iperbole 
la retta che unisce i punti di mezzo di due corde parallele, è diame- 
tro della curva. Quindi la retta, che unisce il punto di contatto di 
una tangente ed il punto di mezzo di una corda parallela ad essa 
tangente, è diametro trasverso dell iperbole, come pure se unisce i 
contatti di due tangenti parallele. 

569. Scolio 9. Fra tutt’i diametri trasversi dell’iperbole il minimo 
è 1 asse trasverso. 

Infatti, ( fig. 120 ), se col centro in 0 e col raggio OA, che è il 
semiasse trasverso, si descriva un cerchio, questo toccherà i due 
rami dell'iperbole ne vertici A e li dell’asse trasverso, e però sarà 
OA minore del semidiametro ON, ossia sarà AB minore del dia- 
metro 1UN. , 

570 Scolio 10. E facile il vedere che due diametri trasversi sono 
eguali fra loro, quando sono egualmente inclinati all’asse trasverso: 
e che il diametro più vicino all’ asse trasverso sia minore del più 
lontano. 

Proposizione XLII. 

571. Ogni diametro secondario di vii iperbole è diametro pri- 
mario di un'altra iperbole, separata dalla prima , e che ha lo 
stesso centro, gli stessi assintoti, e la stessa potenza ( (ìg. 122 ). 

Dim. Sia AB un diametro primario dell'iperbole, i cui rami sono 
AlN, FG, e sia CD il suo conjugato. Poiché un diametro può esse- 
re maggiore, eguale, o minore del suo conjugato (n°564), ne 
cousegue che può esistere un’iperbole, i cui rami sono PQ, VE, 
la quale abbia CD per diametro primario, ed AB per diametro con- 
jugato. Ma gli assintoti KE, SE coincidono colle diagonali del pa- 
rallelogrammo SKHE costruito sopra i diametri conjugati AB, 
CD , dunque è manifesto che le due iperboli dovranno avere lo 
stesso centro, gli stessi assintoti, e la stessa potenza. Il che si do- 
veva dimostrare. 

572. Scolio. Si comprende ora il perchè si sia dato alle iperboli 
sopraccennate il nome d'iperboli Conjugate. 

Proposizione XLIII. 

573. Gli estremi de'diamelri secondarj dell iperbole , * etti rami 
sono MN, FG, hanno per luogo geometrico i rami PQ, VR dell'i- 
perbole conjtiga la ( fig . 122 ) . 
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Divi . Da un punto K drll’assintolo Eli comune ai rami AIA, VR 
«Ielle iperboli conjugate, si conducano a questi rami le tangenti KB, 

A D, che si prolunghino finche incontrino l'altro assinlolo SU', indi 
si tirino le rette Oli, OD, e la corda di contatto BD. 

Essendo BK=BII, e KD=DS ( n° 542 ), sarà BD parallela a 
SII, onde BJ è l'ordinata assintotica del punto B, e la sottangente 
R / è uguale all’ascissa IO. Similmente, DI è l’ordinala assintotica 
del punto ZI. Ma il rettangolo delle coordinate assintoticlic 01, 

1 B del punto B è uguale al rettangolo delle coordinate assintoti- 
che 01, 1D del punto D, perchè le due iperboli conjugate hanno 
la stessa potenza ( 11 0 571 ), dunque sarà ID—IB, e però la figura 
OBKD è un parallelogrammo. Da ciò ne consegue che DK—OB, e 
ji\\=OD. vale a «lire che i diametri AB, CD sono conjugali fra loro. 
Il che si doveva dimostrare. 

574. Corollario . Apparisce dalla dimostrazione precedente che 
le iperboli conjugate sono due luoghi geometrici distinti l’uno dal* 

( altro, e che i loro rami potendosi avvicinare per una quantità mi- 
nore di qualunque assegnabile sono assinloti l’uno dell’altro. Appli- 
cando poi all’ asse non trasverso ciò che abbiain detto ( n° 569, e 
570 ) intorno all’asse trasverso, si vedrà facilmente che l’asse non 
trasverso è il minimo fra tutti i diametri non trasversi , che il dia- 
metro non trasverso il più vicino all’asse non trasverso è minore 
del più lontano, 0 che due diametri non trasversi egualmente di- 
stanti dall’asse non trasverso sono eguali fra loro. 

CAPITOLO Vili. 

Dell' iperbole riferita ai diametri conjugali. 

575 . Per mezzo delle proprietà degli assintoli si arriva facil- 
mente a riferire l’iperbole a un sistema qualunque di diametri con- 
jugati,ed a dimostrare i teoremi corrispondenti a quelli. che si sono 
dimostrati ( n° 475, e 476) , quando la curva era riferita agli assi 
conjugati. 

Proposi zion e XLIV. 

576. Il quadrato dell’' ordinata MP ad un diametro trasverso 
AB dell' iperbole sta alla differenza de' quadrati dell ascissa OP 
dal centro , e del semidiametro OB, come il quadrato del semidia- 
metro coujwjato OC al quadrato dello stesso semidiametro Olì. 
(fig. 121). 

Dim. Si prolunghi l’ordinata MP finche incontri gli assintoli, ed 
al vertice B del diametro si conduca la tangente SII. 

Essendo MN 1 la somma delle rette PA, PJU, c MN la differenza 
delle stesse rette, sarà il rettangolo NMJV 1 eguale al quadralo di PAI 
meno il quadrato di PiU. Ma il rettangolo AMA 1 è uguale al qua- 
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dralo di BH , o di OC ( n° 542 ), dunque il quadralo di PN meno 
il quadralo di PM è uguale al quadralo di OC , ovvero il quadrato 
di PN meno il quadralo di OC è uguale al quadrato di PAI . Or es- 
sendo FA parallela a BH, e questa eguale ad OC, risulta 

PN: OC ; ; OPi'OB, ossia 
PN OC 1 OP *: "03 *, e dividendo 
PN’—OL' : OC* : : C TP’—Oè': 0D\ 

vale a dire 

PS* : OC* I ; HPB : Uff, c permutando 

PM* : HPB ; ; UC* : OfP- Il che si doveva dimostrare. 

577. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

1 quadrati delle ordinale a un diametro trasverso dell'iperbole 
stanno fra loro come i rettangoli delle ascisse corrispondenti. 

Puoposizione XLV. . 

578. Il quadrato di un ordinata MQ. a un diametro non tras- 
verso CD dell' iperbole sta alla somma de quadrati dii! ascissa OQ 
r lai centro , e del semiasse OC, come il quadrato di Oli al quadra- 
lo rf»OC ( fìg. 121 ); 

Dim. La dimostrazione è quella che si trova esposta { n” 476 y 
relativamente all’asse non trasverso. 

!>7 l J. Corollario. Si deduce da questo teorema che 

/ quadrati delle ordinate a un diametro non trasverso dell i~ 
perbole stanno come i quadrati delle loro ascisse dui centro , ac- 
cresciuti del quadralo del semidiametro non trasverso. 

580. Scolio. Non si può dunque dire nell’iperbole ciò che si è 
detto nell’ellisse, cioè che i quadrati delle ordinate a un diametro 
qualunque stanno come i rettangoli delle ascisse corrispondenti. 

581. Definizione. 11 parametro di un diametro dell’ iperbole è, 
come nell’eclisse, la terza proporzionale in ordine ad esso diametro 
c ai suo coniugalo. 


PflOPOSlZlONE XLVI, 

582. Nell’iperbole , il quadrato dell'ordinata MP a un diametro' 
trasverso All sta al rettangolo API! delle ascisse corrispondenti 
vome il parametro di AB allo stesso diametro AB ( fìg . 121 ). 

Dim. La dimostrazione è quella stessa, che è stata già fatta per 
l’ellisse ( n° 876 ). 

583. Scolio. Per mezzo del teorema dimostrato ( n° 578 ) si po- 
trebbe considerare il parametro del diametro non trasverso. 


Digitized by Google 



SEZIONI 


igC 


Proposizione XLVH. 

584. Nell'iperbole, il quadrato dell'ordinata MP a un diametro 
trasverso AB è uguale al rettangolo dell ascissa Al* nel parametro 
AR di esso diametro , più il rettangolo contenuto da essa ascissa, 
e da una quarta proporzionale in ordine al diametro, al parame- 
tro, ed all ascissa medesima ( fig. 103 j. 

f 

Dim. La dimostrazione è quella, che si trova esposta { n° 481 ) 
per l’ordinata all'asse trasverso. 

CAPITOLO IX. 

Relazioni fra gli assi ed i diametri conjugati dell'iperbole. 

S8a. Esistono intorno ai diametri conjugati dell’iperbole due no- 
tevoli teoremi analoghi a quelli dimostrati per l’ellisse (n°381, 
384), e che si attribuiscono pure ad Apollonio. 

Proposizione XLVIII. 

586. Se dagli estremi di due semidiametri conjugati dell' iper- 
bole si conducano le ordinate agli assi, il rettangolo de’ segmenti 
compresi in ciascun asse fra il piede dell ordinala ed i due vertici, 
sarà eauale al quadralo dell ordinata parallela ad esso asse 
( fig- 123 ). 

Dim. Siano AB, CD gli assi dell’iperbole, cd OM, ON due se- 
midiametri conjugati. Dal punto M si conduca ad AB l’ordinata MP, 
die si prolunghi (incile incontri gli assintoti ne’punti 11 e K : indi si 
congiunga il punto 11 col punto N per mezzo della retta IIN, che si 
prolunghi finché incontri l’altro assintolo nel punto E, ed in Cinesi 
tiri la retta lìIN. Per le cose dimostrate ( n° 573 ) la retta MN è pa- 
rallela all'assintoto EH, ed è divisa dall'altro assaltato SU in due 
parti eguali nel punto P, per conseguenza sarà OK=OE. Ma PII 
=Pli, dunque sarà OP parallela ad EU, e però NQ è ordinata al- 
l'asse CD. 

Ciò premesso, il rettangolo H\1K ( n° 535 ) è uguale al quadrato 
di OC. .Ma lo stesso rettangolo è uguale al quadrato di PII o di OQ, 
meno il quadrato di PM, dunque 

CO*=ÒQ * — PM*, ovvero 

il quadrato di PM è uguale al quadrato di OQ meno il quadrato di 
CO. o che vale lo stesso, al rettangolo di (7Cin Q/J. Similmente es- 
sendo il rettangolo UN E uguale al quadrato di OA, si dimostrerà 
come sopra che il quadrato di NQ e uguale al rettangolo di VA in 
VB U che si doveva dimostrare, 
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Proposizione XLIX. 

587. Nell iperbole , la differenza de quadrali de diametri conju- 
gati è uguale alla differenza de’quadrali degli assi ( lig. 123. ) 

Dim. Essendo PB la somma delle rette OP, 04, ed AP la diffe- 
renza delle stesse rette, sarà il rettangolo Al‘B, ovvero ( u° 586 ) 
il quadrato di NQ (n° 586) eguale al quadrato di OP meno il qua- 
drato di OA, vale a dire sarà 

ÓP'=UA'-{-QN'. 

Similmente si dimostra che 

0[?=0C-\-TlF . 

Ma il quadrato dell’ipotenusa OM è uguale ai quadrati di OP, e di 
PM, ed il quadrato dell’ ipotenusa ON ai quadrati di OQ , cQN, 
dunque si avrà 

OM^OJ'+WP^+QN', 

0~N'~0C‘-\-MP'* J r qis\ 

Quindi togliendo dal quadrato di OM il quadrato di ON, la dif- 
ferenza sarà eguale a quella de’quadrati di OA, e di OC, ossia sarà 
la dilfcrcnza de’ quadrati de' diametri conjugati dell’iperbole uguale 
alla differenza de quadrati degli assi. 11 che si doveva dimostrare. 

588. Scolio. E questo il primo teorema su i diametri conjugati 
delll’iperbole, che si attribuisce ad Apollonio. 

589. Corollario. Apparisce da questo teorema che uelF iperbole 
scatena non può esistere alcun sistema di diametri conjugati eguali, 
e che la sola iperbole equilatera ammette diametri conjugati eguali, 
e lo sono a due a due. Queste cose erano state già dimostrale in altro 
modo ( n u 563, e 564 ). 


Proposizione L. 

590. Nell'iperbole, il parallelogrammo costruito su due diame- 
tri conjugati è uguale al rettangolo degli assi ( fig. 122 ). 

Dim. Siano AB, CD due diametri conjugati, e siano MN, FG r e 
PQ, VR i rami dell’iperboli conjugate, e HE, SII gli assinloti. 
Dico che il parallelogrammo SKHE è uguale al rettangolo degli 
assi. 

Infatti, ciascuno de’quattro triangoli KOII, OHE, SOE , SOK ò 
eguale al rettangolo de semiassi I 11 0 553 ), per conseguenza l aja 
del parallelogrammo accennato dev’esser sempre costante ed eguale 
al quadruplo rettangolo de' semiassi, tale a dire al rettangolo degli 
assi, 11 che si doveva dimostrare. 
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591 . Scolio. È questo il secondo teorema intorno ai diametri con- 
jugati dell’iperbole, che viene attribuito ad Apollonio. 

Proposizione LI. 

1592. Di due diametri trasversi dell 'iperbole, il maggiore ha il 
parametro più grande ( lig. 123 ). 

D ni. Siano Od, OM due semidiametri trasversi, ed OC, ON i 
loro conjugati. Sia inoltre I 1 il semiparamelro di dii. e $ quello di 
2 OM. Essendo il parametro di un diametro una terza proporzionale 
in ordine ad esso diametro ed al suo conjugato, sarà 

OC—0A><P, e per conseguenza 

OA'—UC*=T)A’— OdxP. 

Quindi la differenza fra il quadrato di un semidiametro Od c 
quello del suo conjugato OC è uguale al rettangolo, che lia per 
base Od, e per altezza la differenza Od — P. Similmente si dimostra 
clic la differenza Tra il quadrato del semidiametro OM e quello del 
suo conjugato OM è uguale al rettangolo di OM in OM — Q. Ma la 
differenza de' due primi quadrali è uguale dilferen a de’ due secon- 
di, dunque il primo rettangolo sarà eguale al secondo, e però le 
differenze fra i diametri, ed i loro parametri sono reciprocamente 
proporzionali agli stessi diametri. Da ciò consegue che il diametro 
maggiore deve avere il parametro più grande. 11 che si doveva 
dimostrare. 

’ó!J3. Scolio. E manifesto che la dimostrazione precedente può an- 
che applicarsi a due diametri non trasversi. 

594. Corollario I . Si deduce dal teorema precedente che fra i pa- 
rametri de’ diametri trasversi il minimo è quello, che appartiene al- 
l’asse trasverso. Degli altri poi il parametro del diametro più vicino 
all’asse sarà minore del parametro del diametro più lontano. 

595. Corollario 2. Quando l asse trasverso dii è maggiore del 
conjugato CD . dovrà essere pel primo teorema di Apollonio (n° 587 ) 
ogni altro diametro trasverso maggiore del suo conjugato. Or es- 
sendo d/l il minimo fra tutti i diametri trasversi, ne consegue che il 
suo parametro dovrà esser nell’ ipotesi sopraccennala il minimo fra i 
parametri di qualsivoglia diametro dell'iperbole. 

CAPITOLO X. 

Relazioni fra le corde supplementari ed i diametri conjugati 
dell’ iperbole. 

59G. Definizione. Si dicono corde supplemcntaric di un’iperbole 
due corde, che congiungono un punto qualunque della cuna, ed i 
due estremi di un diametro trasverso, 
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PflOPOSIZIONE LII. 

597. A ' eli' iperbole, due diametri paralleli a due corde sttpple- 
mentarie sono conjugati. Reciprocarli mie, si possono sempre con- 
durre due corde supplementarie, che siano par elle le a due diametri 
conjugati ( fig. 124 ). 

Dim. La dimostrazione di questo teorema è quella fatta per l’el- 
lisse ( n° 390. e 391 }. 

598. Corollario I. Apparisce da questo teorema che l’angolo 
compreso da due diametri conjugati é uguale o supplemento del- 
l'angolo delle corde supplcmcntar e. 

599. Corollario 2. Sia AB nn diametro trasverso, NT una tan- 
gente, ed ON un semidiametro trasverso. Se si conduca la corda 
BM parallela ad ON, c la corda Mipplcmentaria AM, dovrà essere 
la tangente NT parallela alla corda AM. Infatti, tanto la tangente, 
quanto la corda AM devono esser parallele al semidiametro OE con- 
jugalo ad ON. 

Proposizione LUI. 

690. Per gli estremi di un diametro qualunque dell'iperbole si 
possono sempre tirare due corde supplementarie parallele a quelle , 
che corrispondono a qualsivoglia altro diametro. 

Reciprocamente, se due corde supplementarie si conducano da- 
gli estremi di un diametro, le rette condotte da un punto dell'iper- 
bole parallelamente a quelle corde incontreranno la curva negli e- 
sl e/ni di un medesimo diametro ( lig. 125 ). 

Dim. La dimostrazione di questo teorema ò quella stessa, che è 
stata fatta per l'ellisse ( n° 393, e 394 ). 

601. Scotio I. L’angolo compreso dalle corde supplementarie 
AN, 11N, che partono dagli estremi dell’asse trasverso AB, è sem- 
pre acuto, perchè l'angolo ABN è sempre ottuso, come apparisce 
abbassando dal piimo N I ordinata all’asse accennato. Quindi nella 
dimostrazione citata qui sopra , allorché l’angolo DOK de diametri 
conjugati è ottuso, 1 angolo AN B sarà eguale all angolo COK sup- 
plemento dell’angolo DOK. Se dunque si suppone che l’angolo DOK 
sia ottuso, le corde QM, PM, ed AN. NB non saranno rivolle da 
una medesima parie, come avviene quando l’angolo DOK è acuto, 
eh’ è il caso della figura. 

602. Scolio 2. A misura che il punto N si allontana dal vertice 
B, I angolo ANB diminuisce , e quando il punto N si allontanerà 
all’infinito dal punto B, le due corde supplementarie AN, BN for- 
meranno un angolo eguale a zero, ossia saranno parallele ad un 
medesimo assintoto, iu cui si confonderanno allora i due diametri 
conjugati EK, CD. Quindi un assintoto dell iperbole può considerar- 
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si in certo modo come un sistema di diametri conjugati eguali. Quan- 
do poi il punto N s’avvicina al punto B, l’angolo ANB va crescen- 
do, e diviene eguale ad un retto, quando il punto N coincide col 
punto B, perchè in tal caso la corda AN si confonderà coll’ asse 
AB, e la corda BN toccherà la curva nel punto B, riunendosi i due 
punti d’intersezione N. e B nel solo punto B. Dunque, l’angolo 
ANB è compreso fra zero c 90°. E poiché dalle cose precedenti re- 
sulta che l’angolo compreso da due diametri conjugati è uguale al- 
l’angolo ANB , o al supplemento di questo, cosi si può conchiudere 
che i limili, fra i quali sono compresi gli angoli delle corde supple- 
mentaric deU'iperbole, sono zero e 180°. Non avviene dunque nel- 
l’iperbole, come nell’ellisse, dove l’angolo formato da due diametri 
conjugati non può esser qualunque, ma è compreso fra certi limiti, 
che non può mai oltrepassare ^ u" 396 ). 


603. Nell'iperbole equilatera, le corde supplementaric, che par- 
tono dagli estremi dell asse trasverso, fanno con questo d gli an- 
goli acuti rivolti da una medesima parte, e complementi l'unoael- 
r altro ( fig. 126 ). 

Dim. Sia AB l’asse trasverso dell'iperbole, ed AM BM due cor- 
de supplcmentarie. Dico che gli angoli acuti MAB, M BP sono com- 
plementi l’uno dell’altro. Infatti, il quadrato dell'ordinata MP é u- 
guale al rettangolo delle ascisse corrispondenti AP , PB, onde si 


MP: BP I : AP: MP, ed 

i triangoli MPB, AMP saranno simili. Quindi sarà l’angolo MBP~ 
AMP, e 1 angolo BMP— A. Ma nel triangolo rettangolo AMP i due 
angoli acuti A ed AMP sono complementi l'uno dell’altro, duu- 

2 ue ancora l’angolo MBP è complemento dell’angolo A- Il che si 
oveva dimostrare. 

604. Scolio. Se AB fosse un qualunque diametro trasverso, i 
triangoli BMP, AMP sarebbero simili come quando AB ò l asse tra- 
sverso, ma I angolo MPC delle coordinale dei punto M non sarebbe 

F iù reilo. ondo gli angoli MBP, e MAP non sono più complementi 
uno dell'altro. Nondimeno, essendo anche in questo caso 1 angolo 
MBP=AMP, ne consegue che la somma de’tre angoli del triangolo 
AMP è uguale alla somma degli angoli ABM, ed AMP. Quindi tolto 
di comune l'angolo AMP, sarà la somma degli angoli MAP, e MPA 
eguale all'angolo ABM, ovvero sarà la differenza degli angoli alla 
base del triangolo AMB eguale, all'angolo APM delle coordinale del 
vertice M del medesimo triangolo. 
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Proposizione LV. 

605. Nel? iperbole, se dagli estremi di qualunque diametro tras- 
verso AB si conducano le corde supplementaria AM,MB, il quadra- 
to del semidiametro conjugato CD sarà eguale al rettangolo delle 
distanze CIÌ, CR del centro ai punti d'incontro delle corde con esso 
semidiametro ( fìg. 1 26 ). 

Dim. La dimosirazione di questo teorema è quella stessa, che è 
stata fatta per l’ellisse ( n° 455 ). 

CAPITOLO XI. 

Applicazione delle teoriehe contenute ne' sei capitoli precedenti 
alla risoluzione di alcuni problemi. 

606. Ci limiteremo in questo luogo, come abbiam fatto per l’el- 
lisse, alla risoluzione di alcuni problemi i più necessarj. 

Proposizione LVI. 

607. Essendo data l'iperbole, trovare il suo centro ( lìg. 1 20 ). 

Soluzione. Si tirino due corde parallele MM 1 , NN' in una dire- 
zione qualunque, e per i loro punti di mezzo P e Q si conduca una 
retta, che incontri i due rami della curva ne'punti A e li. Sarà Ali 
un diametro trasverso dell'iperbole, per conseguenza se si divida 
AB in due parti eguali nel punto O, questo sarà il centro richiesto. 
II che si doveva fare. 

Proposizione LVII. 

608. Trovare gli assi di una data iperbole ( Cg. 120 ). 

Sol. Si trovi il centro O della curva, indi fatto centro nel punto 
O, con un raggio eguale ad un semidiametro trasverso OM si descri- 
va un cerchio, che taglierà i due rami dell’iperbole ne quattro punii 
M, M 1 , N, N. Ciò premesso, sj conduca dal punto O una retta AB 
parallela a quella, che congiunge i punti M e A', e dallo stesso pun- 
to si conduca CD parallela a MM‘. S’avrà in questo modo l’asse tra- 
sverso AB,c la direzione dell’asse non trasverso, conosciuta la quale 
si determinerà la lunghezza CD di detto asse nel modo che è stato 
esposto ( n° 479 ). Il che si doveva fare. 

Proposizione LVHI. 

/ 

609. Descrivere l'iperbole per punti, essendo date le lunghezze 
di due diametri conjugati , e [angolo da essi compreso (fig. 127 ). 

26 
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Sol. Siano AB, CD i due diametri coujugati dati, e supponiamo 
che sia CD maggiore di AB. Dal punto 0 s'innalzi sopra CD la per- 
pendicolare OE—OC , indi sulla direzione di CD si prenda un punto 
Q, e si congiunga col punto E. Sopra OE si prenda una parte OR 
= OB, e dal punto R si conduca alla stessa OE la perpendicolare 
RF. Finalmente si tiri dal punto Q una parallela ad AB, e su questa 
parallela si prendano le parti QM, QM', ciascuna eguale a QF, i 
punti M, c M‘ saranno due punti dell’iperbole richiesta. 

Infatti, i triangoli simili OQE, BVE danno 

QV’: QÈ’ ] : 01?: T>E?. 

Ma QF = Q31 , OE=OC, 0R=0B, ed il quadrato deH'ipotenu- 
sa QE è uguale alla somma de’ quadrati di ÓQ, c di OE, dunque 
sarà i 

jtfjp*: : : oib-. oc’. 

e per conseguenza il punto AI, come pure il punto M', appartiene al- 
l’iperbole. Ripetendo la stessa costruzione si avranno quanti punti si 
vogliono dell’iperbole richiesta. Il che si doveva fare. 

610. Scolio. È manifesto che se CD fosse minore, o eguale ad 
AB, la stessa costruzione avrebbe luogo, solamente nel primo caso 
il punto E cadcrebbe fra 0 e R, e nel secondo si confonderebbe con 
lo stesso punto R. Richiamando poi in questo lungo ciò che è stalo 
detto ( n° 479 ) si vedrà facilmente che se è dato l’asse trasverso ed 
uh punto M dell iperbole, e si conosca la direzione del suo conju- 
galo, si potrà conoscere la lunghezza di questo. 

Proposizione LIX. 

611. Descrivere l iperbole per punti, essendo dati gli assintoti 
ed un punto della curva ( fig. 121 ). 

Sol. Siano SE, KE gli assintoti, e M un punto dell’iperbole. Si 
conduca per questo punto una segante qualunque NMN' terminata 
agli assintoti, indi si prenda M'N'—MN, il punto M' sarà un punto 
dell’iperbole richiesta. Ripetendo la stessa costruzione con tirare 
altre seganti' si avranuo quanti punti si vogliono della curva. Il che 
si doveva fare. 

612. Scolio. Bisogna badare a non far passare tutte le seganti 
pel punto dato 31. Si faranno passare le seganti anche per i punti, 
che si sono già trovati. Operando iu tal modo si eviterà la confusio- 
ne, che nascerebbe da un gran numero di linee, che passassero per 
un medesimo punto, e gli errori prodotti dalle seganti troppo obli- 
que agli assintoti. 

Proposizione LX. 

613. Essendo dati gli assintoti , impunto dell' iperbole, e la di- 
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rezione di un diametro, trovare la grandezza di questo diametro, 
e la direzione e grandezza del suo conjugato (fig. 121). 

Sol. Siano SU, KE gli assintoti, M un punto della curva, e Rx 
la direzione di un diametro. Si conduca laretta MV parallela a Rx, 
e si prenda una media proporzionale OR fra MV e MV, sarà OR 
la lunghezza del semidiametro di cui è data la direzione. Si divida 
VV in due parti eguali nel punto Q, e si congiunga questo punto 
col centro 0, sarà Dy la direzione del diametro conjugato ad AB. 
Per avere la lunghezza di questo secondo diametro si tiri dal punto 
B la retta Kll parallela a Dy, e si faccia CD=UK. 

La dimostrazione di ciò che precede apparisce dalle proprietà de- 
gli assintoti. 11 che si doveva fare. 

PfiOPOSIZIONE LXI. 

614. Essendo dati gli assintoti ed un punto dell'iperbole , deter- 
minare gli assi di grandezza e di sito ( fig. 1 16 ). 

Sol. Siano EO, E'O gli assintoti, e M un punto dell'iperhole. Si 
divida l’angolo EOE' in due parti eguali per mezzo della retta Ox, 
che si prolunghi dall’una e dall’altra parte: indi dal punto 0 s'innal- 
zi sopra Ox la perpendicolare Dy. Le rette Ox,' Dy daranno le di- 
rezioni degli assi: per avere la loro lunghezza, si abbasseranno dal 
punto M su quelle rette le perpendicolari MP, MQ, che si prolun- 
gheranno finché incontrino gli assintoti. Una media proporzionale 
fra MlV e MN‘ darà la lunghezza del semiasse OA, ed una media 
proporzionale tra RM e R'M darà il semiasse OC. Il che si doveva 
fare. 

PllOPOSlZIONE LXIl. 

615. Essendo dati due diametri conjuyati dell’iperbole, determi- 
nare la grandezza e la direzione degli assi ( fig 123 ). 

Sol. Siano OR, OI\! le metà de diametri conjugati dati. Gli assin- 
toti SH,KE si determineranno con descrivere su questi diametri un 
parallelogrammo, di cui essi assintoti saranno le diagonali (n° 562 ). 
Or essendo la retta MN parallela all’ assintoto KE, e divisa dall'al- 
tro assiutoto SU in due parti eguali nel punto V (n°573) , ne 
consegue che le rette OV, V\ I sono le coordinate assinlotiche del 
punto#, e le rette OV, VN quelle del punto N, cd eguali alle 
prime. Ciò premesso, si divida l’angolo KOH in due parti eguali 
per mezzo della retta OP, e al punto O s'innalzi sopra OP la per- 
pendicolare OQ, le rette OP, OQ daranno le direzioni de’ due assi. 
Per avere la loro lunghezza si potrebbe ricorrere al problema pre- 
cedente, ma si arriva con maggior eleganza all'intento trovando una 
media proporzionale OL fra le coordinate assintotiche OV,VM,r. ti- 
rando dal punto L una retta parallela a MN, la quale incontrando le 
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rette OP, OQ ne’punti A e C, darà le lunghezze OA.OC de'semiassi. 
Infatti, apparisce dalla costruzione che la retta OL'e il lato della po- 
tenza dell’iperbole, e però i punti A e C sono vertici degli assi AB, 
CD. Il che si doveva fare. 

Proposizione LXIIl. 

616. Essendo data uri iperbole, trovare due diametri conjugati , 
che facciano un angolo dato ( fìg. 128 ). 

Sol- Sopra un diametro trasverso BD si descriva un arco di cer- 
chio capace dell’angolo dato. Dal punto M, ove quest’arco incontra 
l’iperbole, si conducano le corde supplementarie MB, MD: indi dal 
centro 0 si tirino parallelamente a queste corde le rette OA, OC, 
che risolveranno il problema proposto. Il che si doveva fare. 

617. Richiamando in questo luogo la cose dette (n° 601, c 602) 
si vedrà facilmente che il problema precedente è sempre possibile, 
ed ammette due soluzioni , se l’augolo non è retto, come apparisce 
dalla figura. Infatti, l’angolo formato da due corde supplementarie 
dell iperbole ha per limiti zero e 180°. 

Nella risoluzione di questo- problema giova avvertire che se BD 
è l’asse trasverso, e l’angolo dato ottuso, allora bisogna descrivere 
sopra BD un arco di cerchio capace dell’angolo acuto supplemento 
dell'angolo dato. In tal caso i punti M e N d’intersezione si trove- 
ranno da una medesima parte dell’asse BD. 

Proposizione LXIV. 

618. Per un punto dato sult iperbole , condurre una tangente 
alla curva ( lig. 124 ). 

Sol. Sia N il punto dato. Si tiri il diametro ND, e da un estremo 
Il di qualunque diametro trasverso BA si conduca la corda BM pa- 
rallela al diametro DN , e si congiunga MA. La retta NT parallela 
a MA sarà la taugente richiesta ( n° 599 ). 11 che si doveva fare. 

Proposizione LXV. 

619. Condurre una tangente alt iperbole, che sia parallela ad 
una retta data ( fig. 124 J. 

Sol. Si tiri un diametro trasverso AB. Dal punto A si conduca 
la corda AM parallela alla retta data, e s'unisca MB. Ciò fatto, si 
tiri il diametro DN parallelo alla corda MB, e dal punto N la retta 
NT parallela ad AM. Sarà NT la tangente richiesta. 11 che si do- 
veva fare. 

620. Scolio. Disogna avvertire che questo problema è possibile 
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solamente quando tirando pel centro 0 una retta CE parallela alla 
retta data, la CE cada fuori dell’angolo assintotico. 

Proposizione LXVI. 

621. Condurre un'ordinata a qualsivoglia diametro deli iperbole 
( fig- 125. ) 

Sol. Sia EK un diametro trasverso dell’iperbole. Si tiri un altro 
diametro trasverso PQ, e da un estremo Q di questo diametro si 
conduca la corda QM parallela ad EK. Finalmente si conduca la 
corda MP, che sarà divisa dal diametro EK in due parti eguali nel 
punto L, e per conseguenza la ML sarà un’ordinata al diametro EK. 

Si consideri ora il diametro non trasverso CU. Si tiri dal punto 
P\& corda /W parallela a CD, e s'unisca MQ, questa sarà divisa 
da CD ìd due parti eguali nel punto I , e però la MI sarà un’ordi- 
nata al diametro CD. 11 che si doveva fare. 


CAPITOLO XII. 



622. Fin qui si è considerata l’iperbole rispetto ai fuochi ed alle 
direttrici, agli assi, agli assintoti, ed ai diametri conjugati. Passere- 
mo ora a considerarla, come abbiara fatto per l’ellisse, rispetto a 
un sistema qualunque di assi coordinati. 

Proposizione LXVII. 

623. Nell’iperbole, il rettangole delle ordinate corrispondenti ad 
un ascissa qualunque è in un rapporto costante col rettangolo delle 
distanze del piede di esse ordinate ai punti <T incontro della curva 
coll'asse delle ascisse ( fìg. 129 ). 

Dim. Supponiamo che 1 iperbole sia riferita ad un sistema qualun- 
que di assi coordinati Ox, Og. La retta EK, o EN. parallela all’as- 
se Oy delle ordinate sarà un ordinata della curva corrispondente al- 
1 ascissa OE. Or dico che il rettangolo delie ordinate EN, EK sta 
in un rapporto costante col rettangolo delle distanze ES, ET del 
piede E delle due ordinate ai punti S e T d’incontro della curva 
coll’asse Ox delle ascisse. 

Pel punto N si conduca all asse delle ascisse una parallela, che 
incontri gli assintoti ue’punti P e Q. I triangoli LNQ, LEK, e MNP, 
ME E , saranno simili, e però si avrà 

LE-. LN ; ; Eli: NQ, 

ME-. MN: : EV. NP. 
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Quindi moltiplicando per ordine sarà 

MEL: MNL ; ; REF: PNQ. 

Or pel teorema dimostrato ( n° 86 ) il rettangolo MEL è uguale 
alla somma del rettangoli KEN, KMN, ed il rettangolo REV è u- 
guale alla somma de’ rettangoli SET, RTF, dunque sostituendo 
questi valori nella proporzione precedente risulterà 

KEN+KMN: MNL : ; SETf-RTF: PNQ. 

Ma per le proprietà degli assintoti il rettangolo KMN è uguale al 
rettangolo MNL, ed il rettangolo PNQ al rettangolo RTF, dunque 
sarà 

ken-^kmn-. k mn: : set+rtf-. rtf, 

ovvero dividendo 

KEN: K/UN:: SET. RTF, 
o infine permutando 

KEN: SET:: KMN: RTF. 

Or per le proprietà degli assintoti i rettangoli KMN, RTF sono 
quantità costanti, dunque il rettangolo KEN delle ordinate corri- 
spondenti ad un'ascissa qualunque OE sta in un rapporto costante 
col rettangolo SET delle distanze del piede delle ordinate ai punti 
d’incontro della curva coir asse delle ascisse. 11 che si doveva di- 
mostrare . 

624. Scolio 1 . Se il punto E cadesse fra Ne M, si avrebbe (n°86). 

KEN-KMN. KMN: '. SET— RTF : RTF. 

Quindi invece del dividendo si farà il componendo, e si avrà come 
sopra • 

KEN: KMN:: SET. RTF. 

625. Scolio 2. La dimostrazione precedente è generale, e si ap- 
plica sempre, qualunque sia l’angolo K ET delle coordinate, e co- 
munque sia situato il punto E rispetto ai due rami della curva come 
può vedersi nelle figure 130, 131, 132, 133, 134, etc... 

626. Scolio 3. Riflettendo sulla stessa dimostrazione si vede che 
qualunque sia la posizione delle rette K7V, ST, che s’incontrano nel 
punto E , sempre s’avvera che nell’iperbole 

1° / rettangoli ile' segmenti delle due rette KN, ST compresi fra 
il punto E del loro incontro e la curva, sono proporzionali ai ret- 
tangoli corrispondenti de segmenti delle stesse rette, compresi fra 

10 stesso punto e gli assintoti 

2° 1 rettangoli de' segmenti delle due rette KN, ST, compresi fra 

11 punto E del loro incontro e la curva sono proporzionali ai ret- 
tangoli corrispondenti de'segmenti delle stesse rette , compresi fra 
un punto della curva e gli assintoti. 
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Infatti dalle cose qui sopra dimostrate risulta 
KEN KMN 1UNL MEL 

SET~RTF~PNQ~REF 

Il che conferma ciò che altrove abbiam detto ( n° 268 ), vale a 
dire che gli assintoti dell’iperbole si possono considerare come un’i- 
perbole, il cui asse trasverso è nullo. 

627. Scolio 4. Finalmente , osservando che i rettangoli R MN, 
RTF, ovvero MNL, RTF de' segmenti delle rette RiV, ST, com- 
presi fra un punto dell’ iperbole e gli assintoti sono eguali 1’ uno al 

Q uadralo del diametro parallelo, a RA', e l’altro al quadrato del 
iametro parallelo a ST, si potrà enunciare la proposizione prece- 
dente come segue 

Nell'iperbole, il rettangolo delle ordinate corrispondenti a uno- 
scissa qualunque sta al rettangolo delle distanze del piede di que- 
ste ordinate ai punti d'incontro della curva coli asse delle ascisse, 
come il quadrato del diametro parallelo all'asse delle ordinate sta 
al quadrato del diametro parallelo all’asse delle ascisse. 

CAPITOLO XIII. 

Relazioni fra le seganti , le tangenti, le normali, i raggi vettori, 
ed i diametri deli iperbole. 

628. Dallo scolio precedente si deducouo iramediatameute i se- 
guenti teoremi analoghi a quelli, che abbiam dimostrato per l’ellis- 
se (n“42l a 432). 

Pkoposizione LXVIII. 

629 Nell' iperbole, se due corde KN, ST si tagliano, i rettan- 
goli de loro segmenti sono proporzionali ai quadrati de' diametri 
ad esse paralleli ( fig. 130 e 131 ). t 

630. Corollario. Da ciò si deduce che nell'iperbole due corde sì 
tagliano in parti reciprocamente proporzionali solamente nel caso, 
in cui i diametri paralleli ad esse sono eguali fra loro. 

Pkoposizione LXIX. 

631. Nell'iperbole, se da un punto E, situato dentro la curva, 
cioè nella concavità di un ramo di essa, si tiri una corda ST, edf 
una segante EK, il rettangolo SET starà al rettangolo KEN come 
il quadrato del diametro parallelo alla corda sta al quadrato del 
diametro parallelo alla segante ( fig. 129 ). 

632. Corollario, Quando U segaatq passa pel centro, divie- 


Digitized by Google 



ao8 sezioni 

ne un diametro trasvèrso delta curva. Or se in tal caso si suppone 
che la corda ST sia parallela al diametro coniugato sarà SE—ET, 
e però il quadrato dell’ordinata ET al diametro trasverso KN sta ai 
rettangolo delle ascisse corrispondenti come il quadrato del diame- 
tro conjugato sta al quadrato del diametro trasverso, teorema già 
conosciuto. 


Proposizione LXX. 

633. Nell’iperbole , se da un punto E situato fuori la curva, cioè 
fra le convessità de due rami, si conducano le seganti EK, ES, » 
rettangoli delle intere seganti nelle loro parti esterne saranno pro- 
porzionali ai quadrati de' diametri paralleli ad esse seganli( fig. 132). 

634. Corollario. Dunque nell’iperbole le seganti sono proporzio- 
nali alle loro parti esterne solamente quando sono eguali i diametri 
ad esse paralleli. 

635. Scolio. Giova qui avvertire che nell’iperbole le seganti po- 
trebbero partire da un punto E ( fig. 133 ) situato dentro la curva. 
In tal caso si dovrebbe dire che i rettangoli delle intiere seganti nelle 
loro parti iDterne sono proporzionali ai quadrati de’ diametri paral- 
leli ad esse seganti. 

Phoposizione LXXI. 

636. Se da un punto situalo fuori dell’iperbole si conduca una 
tangente ed una segante, il quadrato della tangente starà al ret- 
tangolo della intera segante nella sua parte esterna, come il qua- 
drato del diametro parallelo alla tangente sta al quadrato del dia- 
metro parallelo alla segante. 

637. Corollario. Dunque nell’iperbole la tangente sarà media pro- 

S orzionale fra la segante e la sua parte esterna solamente quando i 
iametri sopraccennati saranno eguali fra loro. 

Proposizione LXXII. 

638. Nell'iperbole , se due corde parallèle incontrano una tan- 
gente, i rettangoli delle intere seganti nelle loro parti esterne sa- 
ranno proporzionali ai quadrati delle parti della tangente compre- 
se fra le rispettive seganti ed il contatto. 

Proposizione LXXIII. 

639. Nelliperbole, se due corde s'incontrano dentro o fuori d£ 
essa, i rettangoli de'loro segmenti sono proporzionali ai quadrati 
delle due tangenti parallele ad esse corde. 
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640. Corollapio. Quindi se da un punto E ( fig. 134 ) preso fuo- 
ri dell’iperbole si tirino due tangenti E K, ET, i loro quadrati sa- 
ranno proporzionali ai quadrati de' diametri, clic sono ad esse paral- 
leli , o che vale lo stesso, le tangenti saranno proporzionali ni dia- 
metri accennati. Sicché le due tangenti non sono sempre eguali, 
come accade nel cerchio, ma Io sono solamente quando i detti dia- 
metri sono eguali fra loro. 

Proposizione LXXIV. 

641. Un cerchio non può tagliare f iperbole in più ili quattro 
punti ( lìg. 131 ). 

Dim Siano ST, KN due corde dell’iperbole, che si taglino nel 
punto E , c siano parallele a due diametri eguali fra loro. Sarà 
( n° 630 ) il rettangolo SET eguale al rettangolo KEN, e per con- 
seguenza per i quattro punti K, S, N, T può passare una . circonfe- 
renza di cerchio. Or dico che questa circonferenza non può passare 
per alcun altro punto D della curva. Infatti, congiunto il punto S 
col punto D sarebbe il rettangolo SOtì per le proprietà del cerchio 
eguale al rettangolo KON. Quindi il diametro parallelo alla corda 
SD sarebbe eguale al diametro parallelo alla corda KN, e per con- 
seguenza al diametro parallelo alla corda ST, il che non può sussi- 
stere. Dunque un cerchio non può incontrare l’iperbole in più di 
quattro punti. Il che si doveva dimostrare. 

642. Corollario ■ Se dunque un cerchio tocca I iperbole in duo 
punti, non potrà incontrarla in alcun altro punto, perchè il contatto 
equivale a due punti d’intersezione. Se poi un cerchio toccasse l’i- 
perbole in un solo pnnto, allora è manifesto che'potrà segarla in due 
altri puDti, ecc... 

Proposizione LXXV. 

‘ 643 . Se un diametro trasverso dell'iperbole incontra la tangente 
condotta in un punto della curva . esso sarà diviso armonicamente 
dalla tangente, dalla curva , e dall ordinala del punto di contatto 
( %• 135. ) 

Uhm Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 435 ). 

644- Scolio. In virtù delle parallele MP, VA, BR, anche la tan- 
gente MR sarà divisa armonicamente ne’punti M, V, O, R. 

Proposizione LXXVI. 

645. Se dal vertice A di un diametro trasverso AB dell’Iperbole 
si conduca la tangente AE, che incontri in E la retta, che\congi- 
tmge un punto M della curva coll'altro vertice B, essa sarà divisa 
in due parli eguali nel punto V dalla tangente laterale O.Y1 con- 
dotta mi punto M ( lìg. 136. ) 
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Dim. La dimostrazione è quella che è siala fatta per l’ellisse 
( n° 538 ). 

PnoposizioNE LXXVI1. 

646. Ogni semidiametro trasverso AQ dell'iperbole è medio pro- 
porzionale fra la distanza CO del centro al punto, in cui la tan- 
gente MO incontra il diametro, e l'ascissa CP del contatto M, com- 
putala del centro ( fig. 135 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 438 ). 

Pboposizione LXXVIII. 

647. Nell iperbole, anche il semidiametro noti trasverso CD è 
medio proporzionale fra la distanza CQ del centro al punto, in 
cui la tangente incontra il diametro DH, e l'ascissa CE del punto 
IVI di contatto computata dal centro ( fig. 135 ). 

Dim. Infatti , se la tangente MQ incontra in 0 il diametro tras- 
verso Ali eonjugato a DH, 1’ ordinata MP sarà eguale a CE, e 1' a- 
scissa CP a ME, ed i triangoli simili QME, QOC daranno 

EQ : CQ:: ME : CO \ : CP : CO. 

Ma si ha (n* 646) CO: CA \ \ CA : CP , dunque per la pro- 
prietà della proporzione continua risulterà 

CP : CO , ossia EQ: CQ \ ; CJ* , e dividendo sarà 
EC : CQ ; ; CP' — Cd' : Cd'. 

Or, in questa proporzione la seconda ragione è uguale a quella 
del quadrato di MP, o di CE, al quadrato di CD, dunque' 

CE : CQ : ; CjE“ : CIP, e per conseguenza sarà 
CE : CD : ; CD : CQ. Il che si doveva dimostrare. 

648. Corollario. Dalle due prosizioni precedenti si deduce che 

Nell iperbole, ogni semidiametro è medio proporzionale fra la 

distanza dei centro al punto , in cui una tangente alla curva in- 
contra il diametro, e l' ascissa del punto di contatto computata 
dal centro medesimo. 

649. Scolio. È facile il vedere che la CQ deve trovarsi in una 
direzione opposta a quella di CE, perchè la tangente MQ incontra 
il diàmetro trasverso AB prima d’ incontrare il diametro non tras- 
verso DII. E poiché CD è media proporzionale fra CQ e CE, cosi 
dalle proprieà della proporzione armonica (n° 107 ) risulterà che 
i punti Q ed E sono conjugati ai punti D c II. Quindi si potrà con- 
chiudere che 

N tir iperbole , se un diametro qualunque incontri la tangente 
condotta in un punto della curva, esso sarà diviso armonicamente 
dalla tangente j. dai suoi due vertici , e dall' ordinata del punto 
di contatto. 
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PllOPOSIZlONE LXXIX. 

650. Nell ’ iperbole , la soHangente è quarta proporzionale in 
ordine all' ascissa del punto contatto computata dal centro , ed 
alle distanze del piede dell ordinala dello stesso punto ai vertici 
del diametro ( fig. 135 ). 

Dim. Nel (n° 503) la sollangenle era considerata sopra uno de- 
gli assi. qui si considera sopra un diametro qualunque, ma la di- 
mostrazione è la stessa in ambidue i casi. 

Proposizione LXXX. 

651. Se dai vertici di un diametro trasverso AB dell'iperbole 
si conducano le tangenti AV , BR, che incontrino tuia tangente 
laterale MQ ne' punti V, e R, il rettangolo delle tangenti verticali 
sarà sempre costante ed uguale al quadrato del semidiametro con- 
jugato CD ( Gg. 135 ). 

Pini. Essendo armonici i quattro punti P, A, 0, B, (n° 643), ed 
essendo la distanza AB di due punti coniugali divisa in due parli 
eguali nel punì * C,sarà per le proprietà della proporzione armonica 
(n° 108). 

OB : OC ; ; OP : OA. Ma queste rette , in virtù delle parallele, 
sono proporzionali alle rette BR, CQ. CE. AV, dunque sarà 
BR : CQ.: CE.AV , 

e per conseguenza il rettangolo delle tangenti verticali AV, BR è 
uguale al rettangolo di CQ in CE, ovvero ( n° 647 ) al quadralo di 
CD. Il che si doveva dimostrare. 

652. Scolio. Si potrà qui dimostrare, come si è fallo per l’ellisse 
(n® 412) che 

Nell iperbole , il rettangolo delle tangenti verticali ÀV , BR 
( Gg. 136 ) è un massimo. 

Proposizione LXXXI. 

653. Nell'iperbole, il rettangolo RMV delle parli della tangente 
laterale MR comprese fra il contatto M e le tangenti verticali 
AV, BR tirate dai vertici di qualunque diametro AB, è uguale al 
quadrato del semidiametro CN coniugato a quella, che passa pel 
contatto ( Gg. 135 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione falla per l'ellisse ( n° 543 ). 

Proposizione LXXXII. 

654 Poste le cose della proposizione precedente il rettangolo 
QMO delle parti della tangente laterale MR, comprese fra il con - 
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tallo ed i semidiametri coniugati CD, CA, è uguale al quadrato di 
CN ( fig 135). 

Dim. I triangoli simili A VO, OQC danno VQ: AC\\ OQ : OC. 
Ma OQ : OC : : Q li : CB , dunque sarà VQ = QR ■ Or essendo 
armonici i punti M, V, 0 , li ( n° 644 ), ed essendo la distanza VR 
dc’due punti conjugati V e R divisa in due parti.eguali nel punto Q, 
sarà per le proprietà della proporzione armonica ( n° 108 ) 

mv. mo : : niQ- mr, 

c però il rettangolo QM0 sarà eguale al rettangolo RMV, ossia al 
quadrato di Cl\ per la proposizione precedente. Il che si doveva di- 
mostrare. 

Proposizione LXXXIII. 

655. Nell' iperbole, saper le estremità di una corda si conduca- 
no le tangenti , esse vanno a riunirsi in un punto del diametro, che 
divide la corda in due parli eguali ( fig. 137 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 445 ). La 
fig. 92 si potrà considerare come se fosse un ramo dell’iperbole 

t>56. Corollario. Si deduce da questo teorema, come nellclllisse 
( n° 446 ) che 

Nell iperbole , la retta che congiunge l'incontro di due tangenti 
col punto di mezzo della corda di contatto, è diametro della curva. 

Proposizione LXXXIV. 

657 . Pòste le cose della proposizione precedente , se si conduca 
una retta QL parallela alla corda di contatto MN, le parti QV, 
HL di essa retta, comprese fra la curva e le tangenti OQ, OL, sa- 
ranno eguali fra loro ( fig. 137 ). 

Dim. Si vegga la dimostraziouc fatta per l’ellisse ( n" 447 ). La 
figura 92 si potrà considerare come se fosse un ramo dell’ iperbole. 

. Proposizione LXXXV. 

658. Se da un punto 0 si conducano all'iperbole le tangenti OM, 
ON , ed una Seganle OF, questa sarà divisa armonicamente da esso 
punto, dalla Curva, e dalla corda di contatto MN ( fig. 137 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 448 ). La 
figura 92 si potrà considerare come se fosse un ramo dell’iperbole. 

Proposizione LXXXVI. 

659. Il rettangolo delle due normali MN, Ml\ a qualsivoglia 
punto dell' iperbole, ter minate ai due assi AB, CD, è uguale al gua- 
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dralo del semidiametro OE corrugato a quello, che passa per lo 
stesso punto M ( lig. 138 ). 

• Dim. Si vegga la dimostrazione falla per l’ellisse ( n° 449 ). 
Proposizione LXXXVII. 

660. Il rettangolo contenuto dalla normale MN, o MR, termi- 
minata ad uno degli assi dell iperbole, e dalla normale MK. termi- 
nata al diametro OE parallelo alla tangente MT, è uguale al qua- 
drato del semiasse non trasverso OC, o del semiasse trasverso OA 
( fig- ‘38 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione falla per l’ellisse ( n° 450 ). 

G61. Corollario. Si deduce da questo teorema che le normali MN, 
MR sono proporzionali ai quadrati de semiassi OC ed Od. 

Proposizione LXXXVIII. 

662. Nell' iperbole, la sunnormale sta all’ascissa dal centro in 
uno degli assi come il quadrato dell'altro asse al quadrato del pri- 
mo (fig. 138 )„ 

Dim. Infatti se si consideri la sunnormale PN sull'asse trasverso 
si ha PN: PO \ * MN: zi//?. Ma pel corollario preccdento sta MN: 
MR ; ; oc*: Ui’, dunnue PN: PO'. ; oc’: T)A'. 

Se poi si consideri la sunnormale RQ sull'asse non trasvèrso si a- 
vrà /IQ: QO’lRM: MN'. ; OA’.OC*. 11 che si doveva dimostrare. 

663. Scolio. Nel n° 513 considerammo la sunnormale solamente 

nell asse trasverso, qui si trova considerata rispetto ad ambidue 
gli assi. . 

Proposizione LXXXIX. 

66|. Nell iperbole , il rettangolo de’raggi vettori MF, MF' tirati 
all estremo M di un semidiametro OM, è uguale al quadrato de! 
semidiametro OE conjugató ad ÓM ( lig. 139). 

Dim. La dimostrazione di questo teorema è quella stess', che si 
trova fatta per l’ellisse ( n” 4!JI ): solamente si dovranno aver pre- 
senti le cose dimostrale per l iperholc ( n® 495 a 497 J. 

Proposizione XC. 

065. Nell iperbole , il quadrato Hi un diametro qualunque (il) è 
uquule al rettangolo contenuto dall’ asse trasverso All e dalla cor- 
da MN condotta p i fuoco F ' parallelamente ad esso diametro 
( lig. 140 j. 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 452 ), so- 
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lanieri te si dovranno aver presenti le cose dimostrate per l'iperbole 
( n° 497 ). • • 

Proposizione XCI. 

666. Nell iperbole, la differenza di due corde condotte per un 
fuoco, o per i due fuochi, parallelamente a due diametri coniu- 
gati, è sempre costante ( fig. 140 ). 

Dim. La dimostrazione è quella stessa, che è stata latta per l’el- 
lisse ( n° 453 ): solamente in vece della somma si deve considerare 
la differenza delle corde, e quelle de’diametri conjugati. Quando 
l’asse secondario CI) si suppone maggiore del primario AB, allora 
la differenza delle due corde sarà eguale al parametro di AB dimi- 
nuito dello stesso asse AB. 11 contrario avrà luogo quando sarà CD 
minore di AB. 

Proposizione XCII. 

667. Il rettangolo delle perpendicolari FL, F'il abbassate dai 
fuochi F « F' dell'iperbole sopra una tangente qualunque MLR, « 
uguale al quadrato del semiasse non trascerso ( fig. 141 ). 

Dim. Sopra 1 asse trasverso AB come diametro si descriva un 
cerchio, il quale ( n° 498 ) passerà per i piedi R, e ideile perpen- 
dicolari FL, F'R , le quali incontrano di nuovo la circonferenza 
ne’ punti D ed E. 

Essendo retti gli angoli in R , ed in L, ciascuno di questi sarà 
iscritto in un semicerchio, .e però le rette DL, RE sono diametri 
del cerchio. Quindi sono eguali i due triangoli rettangoli DRL , 
ELR, e per conseguenza sarà RD—LE. Or essendo CF=CF', 
R C—EC, e l’angolo FCE=RCF\ sarà il triangolo FCE uguale al 
triangolo CRF', onde risulta FE=RF. Quindi il rettangolo di FE 
in FL è uguale al rettangolo delle due perpendicolari FL, F'R. 
Ma per le proprietà del cerchio il rettangolo di FE in FL è uguale 
al rettangolo FA in FB, ossia al quadrato del semiasse non tra- 
verso (n° 473 ), dunque il rettangolo delle due perpendicolari F'R, 
e FL è uguale al quadrato del semiasse non trasverso. Il che si do- 
veva dimostrare. 

CAPITOLO XIV. 

Risoluzione di alcj.ni problemi. 

(ÌG8. Analogamente a ciò che abbiam fatto per l’ellisse (n° 4S6), 
applicheremo le teoriche contenute nel capitolo preiedente alla ri- 
soluzione di alcuni problemi, supponendo quasi sempre che l’iperbo- 
le non sia descritta, ma che siano datigli assi, o 4 diametri conju- 
gati come determinanti della curva. 
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Proposizione XCIII. 

669. Un diametro qualunque dell'iperbole essendo dato , trova- 
re il suo conjugato ( iig. 126. ) 

r 

Sol. Si vegga la soluzione di questo problema Calla per l’ellisse 
( n° 457 ). 

670. Scolio. Nell'applicare la soluzione accennala all’iperbole si 
tenga presente che ogni diametro non trasverso è diametro trasver- 
so dell iperbole coniugata. Si deve inoltre richiamare alla memoria 
il teorema dimostralo ( n° 605 ). 

Proposizione XCIV. 

67 1 . Essendo dati gli assi di un iperbole + e l'angolo che due dia- 
metri conjugati fanno tra loro, determinare questi diametri di sitò 
e di grandezza ( lìg. 142 ). 

Sol. Sia A lì il minore de’due assi dell’iperbole, e CD la metà del 
maggiore. Si descriva sopra AB un arco di cerchio capace dell’an- 
golo dato: si tratta di trovare un punto 4/ d’intersezione di quest’ar- 
co coll’iperbole. Supposto trovato il punto M si compia il cerchio, 
il cui centro O sarà situalo sopra CD. Dal punto M si tirino le cor- 
de MR, MN , l’una perpendicolare ad AB, l’altra a CD, e dal punto 
O si abbassi sopra la corda MR la perpendicolare OG. 

Essendo per ipotesi il punto M suH’iperbole, sarà il quadrato del- 
l’ordinata JÙP al rettangolo di AP in Pii come il semiparametro di 
AB. che faremo eguale a BK, al semidiametro CB. Ma per le pro- 
prietà del cerchio il rettangolo di AP in PB è uguale' ai rettangolo 
di PR in PM, dunque sarà 

UP-. MPXPR : : BK : CB, 

ovvero 

MP: PR ; \BK: CB. 

Or essendo MP=EC—0C-\-0E 
e PR=PG — RG=OC — OE, s’avrà 

OC-\-OE: OC—OE : : BK: CB. 

Ma in ogni proporzione la somma de due primi termini sta alla loro 
differenza, come ta somma de’due secondi alla loro differenza dun- 
que si conchiude che . t ■ . 

OC: OE : : BKAf-CB : BK—CB, 

e per conseguenza la OE sarà data. Quindi se dal punto E si tiri 
uua retta parallela ad AB, s’avrà il pnuto M richiesto. Trovalo il 
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punto M si tireranno le corde supplementaric MA, MB, e te paral- 
lele a queste corde tirale dal centro C daranno le direzioni de’dia- 
inetri conjugati richiesti, di cui le lunghezze si potranno poi deter- 
minare per mezzo del problema precedente. Il che si doveva fare. 

672. Scolio. Nella discussione di questo problema bisogna richia- 
mare le cose delle ( n° 615 ). 

So gli assi dati come determinanti della curva sono eguali fra 
loro, l’iperbole sarà equilatera In tal caso s’avrà MP=zPR , vale a 
dire i due punti d’intersezione M e R si riuniscono in un solo, e l'or- 
dinata MP è tangente al cerchio, Quindi il punto E si confonde col 
centro 0 del cerchio, e la soluzione del problema diviene facilissima. 

Proposizione XCV. 

673. Essendo dati di grandezza e di sito due diametri conjugati 
di un' iperbole, determinare la grandezza e la direzione degli assi. 

Col. Questo problema k stato già risoluto ( n° 615 ), ove si c po- 
tuto vedere che la soluzione si applica anche quando l’iperbole non 
è descritta. 

Proposizione XCVI.. 

t 

674. Condurre la tangente all'iperbole in un. punto dato sulla 
curva ( fig. 135 e. 136 ). • 

Sol. Si veggano le due soluzioni di questo problema, che sono 
state fatte per 1 ellisse ( n° 560 a 462 ). 

675. Scolio. Se fossero dati gli assiutoti CK, CU ( fig. 1 19 ). ed 
un punto M dell'iperbole, allora si condurrà 31 P parallela a CI/-, 
poi sia farà PT—PC , c si congiungerà il punto M col punto T per 
mezzo della retta MT, che sarà la tangcute richiesta ( n° 552). 

Proposizione XCVII. 

676. Per un punto dato fuori f iperbole condurre una tangente 
alla curva. 

Sòl. Possono accadere tre casi, vale a dire può il punto dato tro- 
varsi sopra uno degli assintoti, o dentro l’angolo assintotico, 0 fuori. 

l u Caso. Sia T (fig 119 ) il punto dato sopra l’assintoto CK. Si 
divida CT In due parli eguali nel punto P , e da questo punto si con- 
duca PM parallela all’altro assintoto Cff, che incontri la curva in 
un, punto 31. Si tiri MT, questa sarà la tangente richiesta (n° 552). 

E manifesto che in questo caso vi sarà una sola tangente. Vero è 
che la 7K si potrebbe considerare come un’altra tangente, il cui 
punto di contatto trovasi all infinito ( n° 527 ). 

2° Caso. Supponiamo ora che il punto dato T ( fig. 143 ) si Iro- 
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vi dentro l'angolo assintolico, vale a dire sopra un diametro traverso 
AB. Si trovi una terza proporzionale 09 iu órdine alle rette OT, 
OB, indi si conduca ad AB l'ordinata PM. vale a dire una parallela 
alla retta che tocca la curva nel punto B. la retta MT sara la tan- 
gente richiesta ( n° 646). E manifesto che si avrà una seconda tan- 
gente con unire il punto T con l’estremo della corda, ch'è il doppio 
dell’ordinata MP. 

3° Caso. Supponiamo infine che il punto dato E ( fig. 143 ) si 
trovi fuori l’angolo assintolico, vale a dire sopra un diametro non 
trasverso CD , la cui direzione si ottiene con unire il punto E 
col centro 0 della curva. Si tiri una corda Sii parallela ad OE, 
indi si congiunga il punto di mezzo di questa corda col centro O 
della curva, s’avrà il diametro trasverso AB conjugaio a CD Pai 
punto E si conduca EHI parallela ad AB. e dal punto 31 si tiri la 
tangente 31T. che incontri la EO nel punto Q. Da questo punto si 
conduca la corda N N* parallela ad AB. le rette EN, EN‘ saranno 
le tangenti richieste. 

Infatti, essendo per costruzione MQ tangente alla curva, sarà il 
semidiametro OC uledio proporzionale fra OE ed OQ ( n°647 ), e 
per conseguenza sarà EN. o EN' -tangente all’iperbole. 11 che si 
doveva fare. 

677. Scolio 1 . E manifesto che in questa soluzione non è neces- 
sario di conoscere la lunghezza del diametro non trasverso CD. 

678. Scolio 2. La soluzione precedente suppone che l'iperbole 
sia descritta. Or se la curva non fosse descritta, e fossero dati come 
determinanti di essa due diametri conjugati, allora se il punto dato 
cade dentro, o fuori l’angolo assintotico, si potrà tirare la tangente 
con applicare all iperbole la soluzione, che è stata fatta per 1 ellisse 
( n° 463 ). 

Proposizione XCVIII. 

679. Condurre ad un'iperbole non descritta una tamjenle paral- 
lela ad una retta data di sito ( fig. 126 ). 

Sol. Siano CB. CD due semidiametri coniugati dati come deter- 
minanti dell iperbole. Si conduva li li parallela alla retta data, e si 
prenda CE terza proporzionale in ordine alle rette CB. e CD. Si 
congiunga il punto A col punto A) e si prolunghino le rette AE, 
RB finche s’incontrino in un punto AI: questo sarà un punto dell’i- 
perbole ( n° 605 ), e però le rette MA. MB saranno due corde sup- 
plementarie. Se dunque si conducano dal centro C della curva le 
rette CL. CU. parallele a queste corde, s’avranno le direzioni di due 
semidiametri conjugati, le lunghezze de’quali si determineranno poi 
nel modo indicalo ( n°669 ). Quindi se dallestremo L del semidia- 
metro CL si conduca parallelamente a BM una retta, questa sarà la 
tangente richiesta. 11 che si doveva fare 
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680 . Scolto. Per le discussione di questo problema bisogna richia- 
mare le cose dette ( n 6 620 ). 

PitOPOSmoflflE XC1X. 

681 . Trovare i punti (Tinte sezione duna retta, e Tvna iper- 
bole non descritta- 

Sol. Si applichi all’iperbole la soluzione di questo problema, che 
è stata fatta per l’ellisse ( n° 465 ). 
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682. Esposte le proprietà dell’ellisse e dell'iperbole in particolara- 
ne’due libri precedenti rimane ora a parlare della parabole, la quale 
essendo il limite o dell’ellisse, o dell’iperbole ( n° 275 ) deve avere 
proprietà correlative a quelle delle due curve accennate, ma assai 
più semplici, ed in minor numero, come si vedrà in questo libro. 

CAPITOLO I. 

Della parabola riferita aliate*. 

683. Prendendo l’asse Ex ( fìg. 49 ) della parabola come asse 
delle ascissa, ed il vertice E come origine delle coordinate, la reti» 
che tocca la curva in queslo punto sarà l’asse dell'ordinale. Le per* 
peudicolari CE, AJP, ecc.. abbassale sopra l’asse Ex dai punti C, 
Al, ecc.. della curva saranno Le oi dinate di questi punti, c le ascis- 
se corrispondenti verranno rappresentate dalli* distanze EF, EP y 
ecc .. del vertice E ai piedi F, P, ecc.. delle ordinate medesime. 

Proposizione I. 

684. Nella parabola, il quadralo di trn' ordinata MP oliasi * 
Ex è uguale al rettangolo contenuto dulia corrispondente ascissa 
EP, e dal quadiuplo della distanza EF del certice al fuoco (Kg. 49). 

Dim. Sia NL la diretirice, F il fuoco, ed N il piede della diret- 
trice medesima, da cui si conducano le tangenti laterali NC r ND , 
le quali incontrano la tangente verticale AB ne’punli A e B. Si pro- 
lunghi l’ordinata MP finché incontri le tangenti laterali ne'pnnti (/. 
e q: indi si tiri il raggio vettore FAI, e la retta lìti parallela ali asse 
Ex. Finalmente, si conduca la retta BF, la quale sarà parallela a 
NC ( n° 237 ), e per conseguenza Sarà l’angolo BFB eguale alt’an- 
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golo FBG. Ma l'angolo EFB è mezzo retto { n° 237 ). dunque an- 
cora l'angolo FBG sarà eguale alla metà di un retto. Da ciò conse- 
gue che i triangoli rettangoli EBF, EPS, SBG , e BGq sono si- 
mili. Quindi essendo isoscele il triangolo EBF , lo saranno pure gli 
altri tre, e però sarà BG=GS=Gq , e sarà FP=PS. 

Ma BG=EP , dunque la retta Sq è doppia dell’ascissa EP Da 
un-’altra parte, essendo PQ=.Pq, la retta Sq è la somma delle due 
rette Pq, e PS, e la retta SQ e la. loro differenza, per conseguenza 
sarà il rettangolo di Sq in SQ eguale al quadrato di Pq, o di PQ, 
meno il quadrato di PS. Dunque il rettangolo di Sq in SQ coll ag- 
giunta del quadrato di PS è uguale al quadrato di PQ, ovvero al qua- 
drato del raggio vettore FM ( n” 281 ). Or il quadrato dell’ipote- 
nusa FM è uguale ai quadrati de'cateti FP, PM, ovvero PS, PM, 
perchè FP=PS , per conseguenza sarà il rettangolo di Sq in SQ 
coll'aggiunta del quadrato di PS eguale ai quadrati di PS e di PM, 
e tolto il comune quadrato di PS, risulterà il rettangolo di Sq in 
SQ eguale al quadrato dell ordinala MP. 

Ma per le cose più sopra dimostrate si ha Sq=2EP, ed è poi in 
virtù 'delle. parallele BS, NC, la SQ eguale ad AB, ovvero al doppio 
della distanza focale EF ( n° 237 ), dunque sarà il rettangolo di 
Sq in SQ eguale al quadruplo rettangolo contenuto dall’ascissa EP 
e dalla distanza focale EF, e per conseguenza il quadrato dell'or- 
dinata MP sarà eguale a questo stesso rettangolo. Il che si doveva 
dimostrare. 

685. Corollario 1. Essendo nella parabola la distanza focale EF 
una quantità costante, ne consegue che in questa curva la terta pro- 
porzionale in ordine all’ascissa EP, ed all’ordinata corrispondente 
MP è una quantità costante. Si è dato a questa terza proporzionale 
il nome di parametro per le ragioni esposte ( n° 163 ]. 

686. Corollario 2. Dalle cose precedenti si deduce 

1°. Nella parabola , il quadrato di un’ordinata qualunque aW as- 
se è uguale al rettangolo dell'ascissa nel parametro. 

2°. 1 quadrati delle ordinate alCasse stanno fra loro come le a- 
scisse corrispondenti. 

687. Corollario 3. Si deduce ancora che la distanza focale EF, 
o la distanza EN del vertice dell’asse alla direttrice NL , è uguale 
alla quar|a parte del parametro ; e che la corda CD condotta pel 
fuoco perpendicolarmente all'asse Ex è uguale al parametro, perchè 
CF è uguale al doppio di EF ( n° 237 ). 

Proposizione II. 

688. Essendo dato il parametro, descrivere la parabola per 
punti ( fig. 144 ). 

/ ‘ 

Sol. Sul prolungamento dell’asse Ex si prenda una parte EK e- 
guale al parametro dato, indi sull’asse medesimo si prenda un’ascis- 
sa qualunque EP, e sopra' KP come diametro si descriva un semi- 
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cerchio che taglia in B l’asse delle ordinate. Dal punto P s’innalzi 
sull’asse una perpendicolare, e dal punto B si conduca una parallela 
allo stesso asse, che incontri la perpendicolare accennata nel punto 
M: sarà questo un punto della curva. Infatti, per le proprietà del 
cerchio la BE è media proporzionale fra KE ed EP. Ma BE—MP, 
dunque il quadrato di MP è uguale al rettangolo dell’ascissa nel 
parametro; e però il punto M è un punto della parabola. Il che si 
doveva fare. , 

Proposizione III. 

689. Nella parabola , se ti conduca la reità CD parallela alas- 
te Ax, incontrerà la curva in un sol punto E ( fig. 143 ). 

Dim. Che CD incontri la curva è manifesto, perocché la distanza 
BD delle parallele AB, CD è finita, mentre la parabola si estende 
all'infinito, e quindi si può coudurre all'asse ^l’ordinata BM mag- 
giore di quella distauza. Incontri dunque CD la curva in E . e si 
conduca all asse l’ordinata Eli. A partire dal punto A’ verso M qual- 
sivoglia ordinata, come Bill, è sempre maggiore di EH, perchè le 
ordinate della parabola stanno, come le radici quadrate delle ascisse 
( n.° 686 ), per conseguenza la CD non può incontrare la curva che 
nel solo punto E. li che si doveva .dimostrare. 

• Proposizione IV. 

690 Se una linea retta CD interseca la parabola in due punti, 
e non incontra l'asse dentro la curva, prolungata essa retta incon- 
trerà l'asse medesimo fuori la curva i lig. 146 ). 

Dim Si conducano all’asse Ax le ordinate DB, e RG : queste sono 
disuguali, e DB è la minore, per conseguenza la retta RD dovrà in- 
contrare l’asse Ax fuori la curva. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione V. 

69 1 . Ogni tangente CD della parabola incontra l'asse (fig. 146). 

Dim. Si prenda sulla curva un punto R, e si congiunga col punto 
D di contatto. Per la proposizione precedente la retta RD incontre- 
rà l’asse in un punto K fuori la curva, e per. conseguenza la tan- 
gente CD prolungala dovrà incontrare l’asse medesimo. Infatti, per 
la natura della linea retta il prolungamento di CD deve cadere den- 
tro l’angolo KDB. Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione VI. 

692. Se tuia retta CD incontra l'asse Ax delia parabola, pro- 
lungala incontrerà la curva dulT una e dall altra parte t fig. 147 ). 
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Dim. Sia AE parallela alle ordinate all’asse, ossia tangente alla 
curva. Se CD è parallela ad AE, è manifesto che dorrà incontrare 
la curva dall’una e dall’altra parte. Se non lo è, prolungata incon- 
trerà AE in un pento E , e però incontrerà prima La curva in un 
punto ti. Da questo punto si conduca l’ordinata GR, e si faccia A Ri 
AD ; ; AD-, AB. Sarà dividendo 

AD—AR : AD: \ AB — AD: AB, 

ovvero 

RD : AD : DB : AB, o pure 
RÙ*: AD* : : DB*: \B* 

Ciò premesso, si tiri BC parallela a GR, ehe incontrerà la DC in 
un punto C : i triangoli G RD, e DBC saranno simili, onde ('avrà 

Gr*. bc * : : rd*. ed* ; : ad*-, ab*. 

Me per la proprietà della proporsene continua 
AR : AD \ \ AD: AB, si ha 
AR: AB ] ; AD*: AB*, dunque infine risulterà 
GR*: BE’ ! : AR: AB, e 

per conseguenza il punto C sarà un punto della parabola. Il che si 
doveva dimostrare. 

693. Scolio. Questa proposizione sembra evidente a prima vista, 
ma si vede la necessità di dimostrarla quando si suppone che la DC 
faccia un angolo molto acuto con l’asse Ax, perché allora sembra 
che la retta accennata possa cader tutta nello spazio parabolico sen- 
za incontrare la curva. 

CAPITOLO IL. 


Del fuoco, e della direttrice della parabola. 

694- Parlando delle sezioni coniche in generale venne dimostrato 
f n° 225 ) che ogni punto della parabola è ugualmente distante dal 
fuoco e dalla direttrice. In seguilo si è veduto ( n° 687 ) che la di- 
stanza del vertice dell’asse della curva al fuoco , o alla direttrice, 
è uguale alla quarta parte del parametro. Su questi principi s'ap- 
poggiano le cose che andiamo ad esporre in questo capitolo. 

Proposizione VII. 

- 695. Essendo dato l'asse della parabola, trovare il parametro, 
il fuoco, e la direttrice ( fig. 148 ). 
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Sol. Da un punto qualunque M della curva si conduca un’ordi- 
hàta MP all’asse Ax: indi si trovi in ordine all’ascissa AP, ed all’or- 
dinata MP una tersa proporzionale: questa sarà il parametro richie- 
sto ( n° 685 ) . Per avere il fuoco si prenda la quarta parte del para- 
metro, e si porti sull’asse a partire dal vertice A, s'avrà il punto F , 
che sarà il fuoco. Finalmente, se la quarta parte del parametro si 
porti sull’asse prolungalo dalia parte del vertice A , a partire da 
questo stesso vertice s avrà il punto N, che sarà il piede della di- 
rettrice. e però la perpendicolare NL all'asse sarà la direttrice richie- 
sta. 11 che si doveva fare. 

Proposizione Vili. 

696. Nella parabola , il minimo fra tutti raggi vettori è quello , 
che termina al vertice detrasse. I rimanenti sono tanto più gran- 
di, quanto più s' allontano dallo stesso vertice ( fig. 49 ). 

Dm Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 313 ). 
Proposizione IX. 

697. Nella parabola, ogni raggio vettore e uguale alF ateista 
coll'aggiunta della quarta parte del parametro ( tig. 148 ). 

Dim Sia MF un raggio vettore della parabola, AP l'ascissa del 
punto M, ed NL la direttrice. Dal punto M si conduca la perpen- 
dicolare MQ sulla direttrice, sarà MF=M Q per la proprietà fon- 
damentale della parabola ( n° 225 ). Ma la retta MQ è uguale alla 
retta l\P. ovvero alla somma delle due rette AP , 4N, - delle quali 
luna è l'ascissa, c l’altra è uguale alla quarta parte del parametro 
( n° 687 ). dunque il raggio vettore MF è uguale all’ ascissa piu la 
quarta parte del parametro. 11 chi) si doveva dimostrare. 

• • Proposizione X. 

698. Se un punto è situato fuori, o dentro la parabola, la sua di- _ 
stanza al fuoco sarà maggiore nel primo caso , e minore nel se- 
condo della sua distanza alla direttrice ( fig- 148 ). 

Dim. Sia D un punto situato fuori la parabola. Si conduca la retta 
DQ perpendicolare alla direttrice NL, e si prolunghi finche incontri 
la curva in un punto M. Nel triangolo DMF la somma de due loti 
DF, DM è maggiore del terzo lato MF ; ovvero è maggiore della 
retta MQ, opure delle rette MD, e DQ. Se dunque si tolga la co- 
mune retta DM, resterà DF maggiore di DQ. 

In secondo luogo, sia il punto ~D situato dentro la parabola. Si 
•tri DF, e dal punto D si conduca DQ perpendicolare alla diret- 
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trice, che incontri la curva nel punto M; ed infine ai congiunta il 

S unto M col punto F. Nel triangolo J/A1F , il lato DF è minore 
ella somma degli altri due lati MD, e A fF: ma JfF=MQ, dunque 
DF è minore di MD più A/Q, ossia di DQ. Il che si doveva dimo- 
strare. 

Proposizione XI. 

699. Estendo dato il fuoco, e la direttrice, descrivere la para- 
bola per punti ( fig 148 j. 

Sol. Questo problema è stato già risoluto ( n° 2S7 ). Nondimeno 
daremo qui un’ altra soluzione, in cui non si fa uso della conside- 
razione della tangente. 

Sia F il fuoco, NL la direttrice, ed A il vertice dcH’asse Ax. Si 
faccia centro nel punto F, e con un raggio FUI ad arbitrio sì de- 
scriva un cerchio; indi si prenda NP=FM, e si conduca pel punto 
P paratie amente alia direttrice NL una retta PAI , la quale incontri 
il cerchio' accennato in un punto Al. Questo sarà un punto della 
curva richiesta, dappoiché è manifesto che se si conduca alla diret- 
trice la perpendicolare MQ, questa sarà eguale a NP, e per conse- 
guenza a FAI. Il che si doveva fare. 

Proposizione XII. 

700. Essendo dato il fuoco , e la direttrice, descrivere la para- 
bola con moto contórno ( fìg. 148 ). 

Sol. Sulla direttrice NL si adatti una riga, e secondo la direzio- 
ne di questa si faccia muovere una squadra, di cui QR rappresenta 
un lato ; indi si prenda un filo lungo quanto QR, e si attacchi un 
estremo di questo filo al fuoco F, e 1 altro estremo al punto R. Ciò 
fatto, per mezzo di uno stiletto si estenda il filo e si applichi lungo 
il lato QR della squadra. È manifesto che quando la squadra si muo- 
verà lungo la direttrice, la punta dello stiletto descriverà una por- 
zione della parabola. 11 che si doveva fare. 

701. Scolio. Su questo modo di descrivere la parabola bisogna 
richiamare in questo luogo le cose dette intorno alla descrizione 
dell’ellisse ( n° 318 ). 


CAPITOLO III. 

Della tangente e della normale della parabola. 

702. Le definizioni della sotlangente, della normale, e della sot- 
tangente per la parabola sono quelle stesse, che sono state date 
per l'ellisse e per l’iperbole. 
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Proposizione XIII. 

703. Se da un punto M della parabola si conduca il raggio vet- 
tore MF, e la perpendicolare i\IQ alla direttrice NL, la retta MT 
che divide in due parti eguali l'angolo QMF, sarà tangente alla 
curva ( fig. 149 ). 

Dim. Si congiunga il punto Q col punto F. e da un punto qua- 
lunque G della retta TM si tirino le rette GF, GQ, e la perpendi- 
colare GO alla direttrice. - 

Essendo isoscele il triangolo QMF, ed essendo per ipotesi l’an- 

? olo QME=FME , sarà ME perpendicolare a QF, e QE — EF. 

'uindi le rette GF, GQ saranno eguali come oblique equidistanti 
dalla perpendicolare GE. Ma la obliqua GQ, o GF, è maggiore 
della distanza GO dello stesso punto alla direttrice , per conse- 
guenza il punto G si trova fuori fa parabola, ( n° 698 ), e la MT è 
tangente alla curva. 11 che si doveva dimostrare. 

704. Scolio I . La inversa di questa proposizione è manifesta, 
perchè una sola tangente si può condurre in un punto di una sezio- 
ne conica ( n° 251 ). E poiché l'angolo QMT è uguale al! angolo 
alterno MTF, o all angolo verticale GMR, così si conchiude che 
nella parabola. 

1°. La tangente fa angoli eguali colf asse e col raggio vettore 
tirato al punto di contatto. 

2°. La tangente Ja angoli eguali col raggio vetture e colla pa- 
rallela aliasse tirata dal punto di contatto. 

Era facile prevedere questi due risultati. Infatti, essendo la pa- 
rabola il limite o dell iperbole. o deU’ellisse, il primo teorema corri- 
sponde al teorema analogo dimostrato per l’ iperbole ( n° 495 ), 
ed il secondo al teorema analogo dimostrato per 1 ellisse (n° 327 ). 

705. Scolio 2. Dalle cose precedenti, e tenendo presente ciò che 
abbiam detto per 1 ellisse ( n° 330 J, si deduce che se un raggio lu- 
minoso, calorifico, o sonoro, parte dal fuoco di una parabola, in- 
contrando la curva si rifletterà parallelamente ali asse, e reciproca- 
mente tutti i raggi luminosi, calorifici, o sonori, che incontrano la 
curva in una direzione parallela all'asse, riflettendosi andranno a * 
passare pel fuoco. 


Proposizione XIV. 

706. Se dal fuoco della parabola si abbassino delle perpendico- 
lari sulle tangenti alla curva, i piedi di queste perpendicolari 
avranno per luogo geometrico la tangente al vertice dell asse 

(fig- 149). 

Dòn. Nel triangolo QNF si ha QE—EF ( n°703 ), e NA—AF 
( n° 225 ), per conseguenza la tangente verticale Ay deve passare 
pel punto E. Quindi il piede E della perpendicolare FE abbassata 

- 29 ' 
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inai fuoco sulla tangente MT troTasi allogato sopra Ay. Il che si 
dorerà dimostrare. 

Proposizione XV. 

707. Nella paratola, la sottangente è doppia delì ascissa del 
punto di contatto ( fig. 149 ). 

Dim. Essendo MQ=MF, e MF=FT f n° 704 ), sarà MQ eguale 
e parallela a FT, e per conseguenza la figura QMFT è una losan- 
ga, le cui diagonali QF, e MT si tagliano scambievolmente in parti 
. eguali ed ad angoli retti nel punto E. Or nel triangolo MTP la 
retta AE , ossia la tangente verticale, è parallela al T.ilo MP, ch'è 
l’ordinata del punto di contatto, e però si ha 

- TE: EM ; : TA: AP. 

Ma TE=EM, dunque TA=AP, ovvero la sottangente PT è 
doppia dell'ascissa AP del punto di contatto. Il che si doveva dimo- 
strare. 

?08. Scolio. La reciproca di questa proposizione è manifesta. 
Proposizione XVI. 

709. Per un punto dato sulla parabola condurre una tangente 
ella curva ( fig. 149). 

Sol. Sia M il punto dato. Si conduca da questo la perpendicolare 
TUP all’asse Ax, si prenda AT==AP, e si congiunga il punto T col 
punto M, la retta MT sarà la tangente richiesta ( n° 708 ). 

Altra soluzione. 

710. Dal punto dato Ms\ conduca il raggio vettore MF e si 

F enda FT=FM, la retta MT sarà la tangente richiesta, ( n u 704 ). 
che si doveva fare, 

711. Scolio. Avrebbe potuto ancora ottenersi la tangente con 
abbassare dal punto M la perpendicolare MQ alla direttrice, e con 
dividere in due parti eguali l’angolo FMQ ( n° 703 ), ma le due so- 
luzioni precedenti sono assai più semplici. 

Propostone XVII. 

"712. Per un punto dato fuori la parabola condurre una lan- 
. gente alla curva (fig. 150 ). 

Sol. Sia T il punto dato. Si faccia centro m T, e col raggio TF 
si descriva un cerchio, il quale incontrerà la direttrice NL in due 
.punti K e K'. Infatti essendo il punto T fuori la parabola, la sua 
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disianza alla direttrice dev’esser minore della sua distanza al fuoco, 
e però la retta TF- è maggiore della perpendicolare abbassata dal 
punto Usuila direttrice. Dal punto K si conduca una retta KM pa- 
rallela all’asse, la quale incontri la curva in un punto M. La retta 
M T sarà la tangente richiesta. 

Perocché, se si tirino le retto TK, KF, e MF , i due triangoli 
KMF , e KTF saranno isosceli ainbidue, onde la retta TM che u- 
nisce i loro vertici deve passare pel punto di mezzo E della basa 
comune KF, per le proprietà del triangolo isoscele , e per conse- 
guenza sarà tangente alla parabola (n°703). Il che si doveva fare. 

713. Scolio. E facile il vedere che vi sarà un' altra tangenta 
nel punto M'. 

Proposizione XVIII. 

714. La normale in vn punto della parabola divide in due parli 
eguali l angolo che il raggio vettore tirato a quel punto fa cori la 
parallela all’asse condotta dal medesimo punto ( fig. 151 ). 

Dim. Sia MS la normale in un punto M della parabola. Si tirino 
la tangente TM, il raggio vettore MF, e la retta MR parallela al- 
l’asse Ax della curva. Essendo retti gli angoli SMÈ, SMT, ed 
essendo eguali gli angoli EMR, FMT ( n°,704 ), se dai due primi 
si tolgono i due secondi, resterà T angolo SM II eguale all'angolo 
SMF. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione XIX 

7 1 5. Nella parabola, la sunnormale è sempre costante ed eguale 
alla metà del parametro ( fig. 151 ). 

Dim II quadrato dell’ordinata MP all'asse Ax è uguale al ret- 
tangolo dell’ascissa AP nel parametro, ovvero è uguale al rèltaugolo 
della sottangente PT nella metà del parametro. Ma per le proprietà 
del triangolo rettangolo MTS, il quadrato della perpendicolare MP 
è uguale ai rettangolo de’duc segmenti PT, PS dell'ipotcnusa TS, 
dunque la sunnormale PS è uguale alla metà del parametro. Il che 
si doveva dimostrare. 

716. Scolio. La distanza del vertice A dell’asse al piede S della 

normale essendo eguale all'ascissa AP più la metà del parametro, 
ne consegue evidentemenie che il piede della normale può indefini- 
tamente allontanarsi dal vertice A. Per l’opposto non potrà mai av- 
vicinarsi allo stesso vertice indefinitamente. Infatti, quando l'ascis- 
sa è uguale a zero , ossia quando il punto M coincide eoi punto A, 
la distanza di questo punto al piede della normale diviene eguale 
alla sunnormale. Se dunque si prenda LF=FA , il punto L sarà un 
lamie, a cui il piede della normale, che è situato sempre a destra 
di L, s’avvicina indefinitamente a. misura che il punto Ut s’av vicina 
al vèrtice A: ' 
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CAPITOLO IV. 

De diametri della parabola. 

717. La definizione del diametro della parabola è quella stessa, 
che è stata data per l’ellisse, e per l’iperboie ( n° 354 ). 

718. Poiché la parabola NMN' ( fig. 152) si può considerare 
come un’ellisse, il cui centro trovasi ad una disianza infinita dal 
vertice A dell'asse ( n° 275 ), ne consegue che nella parabola de- 
vono esistere infiniti diametri tutti paralleli all’asse Ax della curva. 
Ciò non ostante, daremo nella proposizione che segue un altra di- 
mostrazione di questo teorema. 

Proposizione XX- 

719. Nella parabola, ogni retta MS parallela alFassse Ax, è 
diametro della curva ( fig. 152 ). 

Dim. Dinoti AC il parametro: si conduca MP ordinata all’asse, 
si prenda AT=AP, e si tiri TM, che sarà tangente alla curva 
( n° 709). Da qualsivoglia punto N della curva si conduca l’ordi- 
nata ND all’asse, e la corda NN' parallela alla tangente TM. Per 
la proprietà della parrbola ( n u 686 ) si ha 

ca. mp: : mp. ap , 

o raddoppiando i conseguenti 

CA: 2 MP .’ I MP: 2 AP, 

o infine 

CA: 1ED ; ; MP: PT. 

Ma per i triangoli simili MPT, NDR la ragione di MP a PT è 
uguale a quella di ND a DII, dunque sarà 

CA: 2 ED \ : ND: DR, 

ovvero 

1NDXED=CAXDR. 

Or per la proprietà della parabola sopraccitata si ha 
ND'—CAXAD, e DE’=CAxAP, 

per conseguenza sarà la somma de'qnadrati di ND, e di DE eguale 
al rettangolo del parametro CA nella retta DT, che è uguale alla 
gomma delle due rette AD, ed AP, ovvero sarà 

ND‘-\-DE*=CAxDT. 

Sottraendo da una parte 2 NDxDE, cioè il doppio rettangolo di 
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ND in DE, e dall'altra il suo eguale CAxDR, resterà da una parte 
il quadrato di NE, differenza delle due rette ND, DE, e dall’altra 
il rettangolo contenuto dal parametro CA e dalla differenza delle 
rette DT, Dfì, che è uguale a RT, o pure a MO, vale a dire sarà 

NE*=CAxMO 

Ciò premesso, se in luogo del punto N si consideri il putito N' , 
e da questo si abbassi sopra ME la perpendicolare N'E', si dimo- 
strerà come sopra che 

CA. 2D>E' ; : N'D 1 : DR, 


e però sarà 


%NDxDE>= CAxD'R. 


Ma N'D'—CAxAD', e HnZ’=MP , =CAxAP, 
dunque facendo la somma de’quadrati di N'D 1 , e di D'E', risulterà 
TVTZP + //£>’= CAX TD. 


Aggiungendo da una parte 2 N'D'XD'E, e dall'altra CAXD'R, 
si avrà , 

N r Ei i —CAxTR. 


Ma TR—MO, dunque il quadrato di NE è uguale al quadrato di 
NE', ovvero NE=N'E', e quindi sono eguali i triangoli rettangoli 
NOE, N'OE, ed è N0=N'0 Da ciò si deduce che la retta MS 
divide in due parti eguali tutte le corde parai. eie alla tangente TM, 
e per conseguenza è diametro della parabola. 11 che si doveva di- 
mostrare. 

Proposizione XXI. 


720. Nella •parabola , la retta che unisce i punti di mezzo di due 
corde parallele, è diametro della curva. 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse f n° 368 ). 

721. Corollario. Apparisce da questa proposizione che la retta, 
la quale unisce il punto di contatto di una tangente alla parabola, 
ed il punto di mezzo di una corda parallela alla tangente medesi- 
ma, dev’ esser diametro della curva. 


Proposizione XXII. 


722. Un diametro della parabola non divide in due parti eguali 

che le sole corde parallele alla tangente condotta pel vertice di esso 
diametro. • 

, l 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 370 ). 

723. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 

Nella parabola, due corde non si tagliano mai scambievolmente 
in due parli eguali. 
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CAPITOLO V. 

Della parabola riferita ai diametri. 

724. Dalle cose dette ( u° 719 ) apparisce che quando la para- 
bola vien riferita a un suo diametro, s'intende riferita a un sistema 
di assi obliqui, in cui il diametro è l asse delle ascisse, e la tangente 
condotta pel vertice del medesimo diametro è l’asse delle ordinate. 
Vedremo or ora che la proprietà della parabola riferita all’asse si 
trova ancora nella parabola riferita ai diametri. 

Proposizione XXIII. 

725. Nella parabola , i quadrati delle ordinate a un diametro 
qualunque stanno come le ascisse corrispondenti ( fig. 153 )• 

Dim. Sia li IR un diametro qualunque della parabola. Dai punti 
G, e TV della curva si conducano le ordinale GL, NO, che saran- 
no parallele alla tangente MS, e le perpendicolari GP, NE allo 
stesso diametro. 

Essendo simili i triangoli GLP, NOE, s'avrà 
Ci’: ~N0* i I GP': NE*. 

Ma ( n° 719 ) il quadrato di GP è uguale al rettangolo dell’ascissa 
ML nel parametro dell’asse Ax, ed il quadrato di NE al rettangolo 
dell’ascissa MO nel parametro dello stesso asse, dunque i quadrati 
delle ordinate GL, NO al diametro AIR stanno come le ascisse corri- 
spondenti A1L, MO. Il che si doveva dimostrare. 

726 Scolio. Analogamente a ciò che si è detto pel parametro 
dell'asse, si dà il nome di parametro di un diametro AIR della pa- 
rabola alla terza proporzionale in ordine ad un’ascissa ML ed alla 
ordinata corrispondente LG. 

727. Corollario. Dalle coso precedenti apparisce che 

Nella parabola, il quadrato di un'ordinata a qualsivoglia dia- 
metro è uguale al rettangolo dell'ascissa nel parametro di esso dia- 
metro, 

Proposizione XXIV. 

728. Il parametro dì un diametro della parabola è uguale al 
quadruplo del raggio rettore, che termina al vertice di esso dia- 
metro ( fig. 154 ). 

Dim. Sia MR un diametro della parabola, ed Ax l’asse. Dal ver- 
tice M del diametro si conduca la tangente TM, e dal vertice A 
dell’asse la corda AN parallela alla tangente medesima. Finalmente, 
si tiri l’ordinata MP all’asse, il raggio vettore MF, e si chiami K 
il parametro del diametro AIR, e L quello dell’asse Ax. IVcl trian- 
golo rettangolo AI PI' il quadrilo di AIT c uguale ai quadrali di AIP , 
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* di PT, vale a dire al rettangolo APxL, ed al quadruplo qua- 
drato di AP, perchè AP=AT.Q uindi il quadrato di TM, o dell’or- 
dinata AO al diametro M li è uguale al rettangolo contenuto dall’a- 
scissa AP e dal quadruplo di AP con l’aggiunta del parametro L 
dell asse, ossia si ha 

AO’=APx(UP-\-L). 

Ma lo stesso quadrato di AO è uguale al rettangolo dell ascissa MO 
nel parametro K, ossia ad Al } xK, dunque sarà 

K=HAP-\-L. ■ ' 

Or si è dimostrato ( n° 697 ) che il raggio vettore MF è uguale al- 
l’ascissa AP più la quarta parte del parametro dell’asse, per conse- 
guenza dovrà essere il parametro K del diametro MR quadruplo 
del raggio vettore MF. 11 che si doveva dimostrare. 

7'29. Scolio I . Se il diametro MR si prolunghi finche incontri la 
direttrice /VX, sarà MQ—MF , e però risulta MQ eguale alla quarta 
parte del parametro dello stesso diametro. E poiché ( n° 707 ), la 
figura QMFT è una losanga , il perimetro di questa figura sarà 
eguale al parametro del diametro-./!//?. 

730. Scolio 2. Dallo scolio precedente si deduce che 

Nella parabola, il minimo parametro è quello dell'asse. 

731. Scolto 3. Dal fuoco F si conduca .al diametro MR l’ordi- 
-nata SE. La figura MEFT è un parallelogrammo, e però sarà ME 
— TF, ma TF=FM ( n°70i ), dunque ancora M£==M/'’. Ma si 
ha SÉ 1 =NEXK, ed è poi il parametro K eguale a quattro volte 
MF, dunque sarà 

SÈ*—4aTF : ‘, ovvero •S'£':=2MF. Da ciò si conchiude elio 

Nella parabola, la doppia ordinala di un diametro M II, la 
quale passa pel fuoco, è uguale al parametro di esso diametro. 

Proposizione XXV. 

732. Essendo data la parabola, trovare l’asse ( fig. 153 j. 

Sol. Si tirino due corde parallele GQ, NN 1 in qualunque dire- 
zione. Per i punti di mezzo L, cd 0 di queste corde si conduca la 
retta M/i; questa sarà un diametro della curva ( n" 720 ). Dal punto 
/Fsi abbassi sopra M/i la perpendicolare NE, e si prolunghi finché 
incontri la curva in un punto K. Si divida la corda NK in due parti 
eguali nel punto D, e da, questo punto si conduca la retta DA pa- 
rallela al diametro M/i. È manifesto che AD sarà l’asse richiesto. 
J1 che si doveva fare. ' • - 
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CAPITOLO VI. 

Della parabola riferita ad un sistema qualunque di assi 
coordinati. 

733. Fin qui si è considerata la parabola rispetto al fuoco ed alla 
direttrice, aif'asse, ed ai diametri. Quando la curva è stata riferita 
all’asse, il sistema degli assi coordinati era rettangolare, ed era poi 
obliquo quai do la curva medesima è stata riferita ai diameiri, ma 
nell'uno e nell’altro sistema l’origine delie coordinate si trovava 
sempre sulla curva: non mai si è considerato il caso, in cui l’orìgine 
si trova situala fuori, o dentro la parabola. Ciò faremo nella pro- 
posizione seguente. 

Proposizione XXVI. 

734. Nell i parabola , il rettangolo delle ordinale corrispondenti 
ad un'ascissa qualunque é in un rapporto costante col rettangola 
delle distanze del piede di queste ordinate ai punti d'incontro della 
curva coll asse delle ascisse ( fig. 155 ). 

Dim. Supponiamo che la parabola sia riferita ad un sistema qua- 
lunque di assi coordinati Ox, Og La retta PQ, o PR , parallela al- 
l asse Og delle ordinale sarà un'ordinata della curva corrispondente 
all’ascissa OP. Or dico che il rettango n QPR delle ordinate PQ. 
PR sta in un rapporto costante col rettangolo MPN delle distanze 
del piede P delle due ordinate ai punti d incontro della curva col- 
1 asse Ox delle ascisse. 

Pel punto di mezzo K della corda !\LVsi conduca il diametro AB , 
e dal punto P la retta PI) parallela ad AB, che incontri la curva 
nel puuto C, da cui si tiri la CH ordinata allo stesso diametro AB. 

li quadrato di CU, o di PK , è uguale al rettangolo dell’ascissa 
AH nel parametro del diametro AB, ed il quadrato di NK al ret- 
tangolo dell'ascissa AK nel parametro dello stesso diametro. Quindi 
la differenza de’due quadrati è eguale al rettangolo di htl, d fTeren- 
za delle due ascisse, nel parametro del diametro AB. Or essendo 
FM la somma delle due rette PK, e NK, e Pt\ la differenza delle 
stesse rette, sarà il rettangolo M PN eguale alla differenza de’qua- 
drati di PK, e di NK, dunque un siffatto rettangolo è uguale a 
quello di KII, o di PC nel parametro del diametro AB. 

Ciò premesso, se pel punto di mezzo G della corda RQ si faccia 
passare il diametro EF, e dal punto C si conduca un ordinata a 
questo diametro, si dimostrerà come sopra che il rettangolo QPR 
è uguale a quello di PC nel parametro del diametro EF. Quindi il 
rettangolo QPR sta al rettangolo M PN in un rapporto costante, 
vale a dire come il parametro del diametro EF al parametro del 
diametro AB. Il che si doveva dimostrare. 
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735. Scolio 1. La dimostrazione precedente è generale, qnalun* 
que siasi l’angolo QPM delle coordinate, e qualunqne siasi la posi, 
rione del punto P, fuori la curva, come nella fig. 155, o dentro la 
curva, come nella lìg. 1S6. 

736. Scolio 2. Richiamando in questo luogo le dimostrazioni 
fatte per l’ellisse ( n° 418 ), e per l’iperbole ( n° 622 ) si può con- 
chiudere che 

In ogni sezione conica i rettangoli MPN, M'P'N', M"P W N H , ècc. 
delF ordinate stanno come i rettangoli APB, AP'B, AP"B, ecc. della 
distanze de' piedi delle ordinate ai punti d'incontro della Curva 
coll'asse Ox delle ascisse ( fig. 8G ). (e'). 

CAPITOLO VII. 

Relazioni fra le seganti, le tangenti , ed i diametri 
della parabola. 

737. Dalle cose dette nel capitolo precedente si deducono fiume» 
diatamente i seguenti teoremi : 

Proposizione XX VII. 

738. Nella parabola, se due corde MN, RQ si tagliano fuori, q 
dentro 'la curva in un punto P, i rettangoli MPN, QPR de' loro 
segmenti stanno come t parametri de'diametn AB, EF, ai quali le 
dette corde sono doppie ordinate ( fig. 155, 156 ), 

739. Corollario I. Apparisce da questa proposizione che nella 
parabola due corde si tagliano in parti reciprocamente proporzio- 
nali solamente quando i diametri AB, EF sono equidistanti dall’as» 
se della curva. 

740. Corollario 2. Se delle coppie di seganti parallele si condu» 
cono alla parabola, il rapporto de 'rettangoli de’sogmenti corrispon» 
denti a ciascuna coppia di seganti è sempre costante. 

741. Corollario 3. Sq da un punto situato fuori la parabola si 
conduca una tangente ed una segante , il quadrato della taiigente 
Sta al rettàngolo della segante nella sua parte esterna, come il pa* 
rametro del diametro che passa pel punto di contatto, al paramento 
del diametro, che avrebbe per doppia ordinata la parte interna del» 
la segante. 


fé/) Nella nota al n. 4>9 abbialo data la dimostrazione a'gebrica di 
questa proprietà generate delle sezioni coniche. Si può ora comprendere ciò 
eh® abbinili detto in quella nota intorno ai due principj,,o proprietà generali, 
da cui dipendono tutte le altre delle sezioni coniche. E per mezzo di questi 
principj elio la scienza si riduco ad unità di dottrina. Quindi giova che gli 
Studiosi acquistano la conoscenza perfetta di detti principj, e S* esercitino 
A vederne le più lontane conseguenze. 
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Infatti, se la segante /*() diviene tangente, il rettangolo QPR ai 
trasforma nel quadiato della tangente medesima. 

742. Corollario 4. Se da un punto situato fuori della parabola si 
conducano due tangenti alla curva, i quadrati di queste tangenti 
sono proporzionali ai paramenti de'diamelri, ebe passano per i punti 
di contatto. 

Proposizione XXVIII. 

743. Se ima corda NN' incontri due diametri MS, Ax della pa- 
rabola , » rettangoli NON', NRN' de 1 segmenti di essa corda sono 
proporzionali ai segmenti MO, AR, compresi fra i punti d’incon- 
tro ed i vertici de' diametri ( fig. 1 57 ). 

Dim. Infatti si tirino le corde KL, EF II rettangolo NON' è e- 
guale al rettangolo di MO nel parametro del diametro, cui la corda 
NN' è una doppia ordinata ( n° 735 ). Similmente, il rettangolo 
NRN' è eguale al rettangolo di AR nelle stesso parametro, per con- 
seguenza il rettangolo NON 1 sta al rettangolo NRN' come MO ad 
AR. Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXIX. 

744. Un. cerchio non può tagliare la parabola in più di quattro 
punti (^fig- 158 ). 

Dim. Supponiamo che sì siano tirati nella parabola due diametri 
equidistanti dall’asse, e che la corda AB sia una doppia ordinata di 
uno di questi diametri, e la corda CD dell’altro. Il rettangolo AOB 
sarà eguale al rettangolo CO!) ( n°739 ); e per conseguenza per 
i quattro punti D, A , C, B potrà passare una circonferenza di cer- 
chio. Or dico che questa circonferenza non può passare per un al- 
tro punto R della parabola. Infatti, supponiamo che vi passi, e si 
tiri la corda AH, allora per le proprietà del cerchio sarebbe il ret- 
tangolo ASR eguale al rettangolo CSD. Quindi il parametro del 
diametro, di cui AR è una doppia ordinata sarebbe eguale al para- 
metro del diametro, di cui CD, ovvero AB, è una doppia ordina- 
ta; il che non può sussistere, perchè non vi possono essere tre dia- 
metri equidistanti dall’asse. Dunque un cerchio non può tagliare 
la parabola in più di quattro punti. Il che bisognava dimostrare. 

Proposizione XXX. 

7455. Nella parabola, la soltangente relativa ad un diametro 
è doppia dell’ascissa del punto di contatto ( 6g. 159 ). 

Dim. Sia AC un diametro della parabola. Da un punto M della 
curva si tiri la tangente MT, che incontri il diametro in un punto 
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T, e la corda MN parallela alla tangente AE al vertice del diame- 
tro. Dico che la sottangenle PT è doppia dell’ascissa AP de 1 punto 
M di contatto. 

Si tiri il diameiro UH, che incontri in E la tangente AE, indi 
dai punti A , P, e N si conducano le rette AB , PD, NR parallele 
alla tangente MT. 

Essendo MN doppia di MP, sarà NR doppia di PD, o della sua 
eguale AB. Quindi il quadrato di NR sarà quadruplo del quadrato 
di AB. Ma NR, ed AB sono ordinate al diametro MR, ed i quadrati 
delle ordinate stanno come le ascisse corrispondenti, dunque sarà 
l’ascissa MR quadrupla dell'ascissa MB ; e per conseguenza sarà 
MD doppia di MB, perchè essendo MP=PN, in virtù delle parallele 
risulta MD=DR. Quindi sarà MBz=BD. Ma MB—AT, e BD=AP, 
dunque la sotiangente è doppia dell’ascissa AP del punto di con- 
tatto M. Il che si doveva dimostrare. 

746. Scolio. Questo teorema avrebbe potuto dimostrarsi più bre- 
vemente perchè nell’ellisse (n° 435 ) i punti T e P sono conjugali ai 
due vertici del diametro. Or essendo la parabola il limite dell ellisse, 
uno di questi vertici si trova ad una distanza infinita dall’altro ver- 
tice A. Quindi per la proprietà della proporzione armonica (n°102), 
il vertice A dove coincidere col punto di mezzo della sotlangente 
PT, ovvero dev esser questa doppia dell’ascissa del contatto 1 il. 

747. Corollario. Essendo EM=AP, e MB=AT, sarà EM egualo 
e parallela ad A T, e però saranno eguali i due triangoli OME , UAT, 
donde si deduce OA=OE , e TO=OM. Quindi. 

Se dal vertice A di un diametro AC della parabola si conduca 
una tangente AE, che incontri in E un diametro MR, la tangente 
accennata sarà divisa in due parli ej uali dalla tangente MS con- 
dotta dal vertice del secondo diameiro . 

PROPOSIZIONE XXXI. 

748. Nella parabola, se dagli estremi di una corda si conducano 
le tangenti, queste andranno a concorrere in un punto dtl diame- 
tro, che divide la corda in due parti eguali ( fig. 92 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 445 ). 

749. Corollario. Viceversa, ( n° 446 ). 

Nella parabola, la retta che unisce l incontro di due tangenti 
col punto dimezzo della corda di contatto, è diametro della curva. 

Proposizione XXXII. 

750. Nella parabola, se si conduca una retta parellela alla cor- 
da, che unisce i contatti di due lungarni, le parli di essa retta, 
comprese fra la curva e le tangenti , saranno eguali fra loro 

( 92 - ) 

Dim. Si >cgga la dimostrazione fatta per 1 ellisse ( n° Ì4S ). 
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Phopobìzione XXXIIi. 

/ii 1 . Se da ufi punto situato fuori la parabola si conducano due 
tahgenti, ed una segante , che non sia diametro, essa segante sarà 
divisa armonicamente dal punto accennato, dalla curva, e dalla 
corda di contatto ( fig. 92 ). 

Dim> Si Vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n° 448 ). 

PaoposmoNE XXXIV. 

Y5Ì. Condurre la tangente alla puCahold in un punto dato sul- 
la curva ( fig. 160 ). 

Sol- Sia M il putito dato. Si tiri da questo punto una corda MN, 
ed a questa la parallela KL. Per i punti di mezzo P, ed O di que* 
6te corde si conduca la retta ER ; questa sarà un diametro della cUr» 
Va, cui saranno ordinate le rette MP, KO ( n° 720). Finalmente, 
Si prenda sul prolungamento di ER una parte ET=EP, e si cou- 
giunga il punto T col punto M per mezzo della retta TM, che sarà 
la tangente richiesta ( n° 745 J. 11 che si doveva fare. 

753. Scolio. Se la curva non è descritta, e sia dato ( Cg. 159 ) 
il punto M e l’asse , o pure un diametro AC , e la tangente AL 
&1 vertice di questo diametro, allora dal punto M si condurrà la 
retta MR parallela ad AC, che incontri la tangente AL in un punto 
E» Si dividerà AE in due parti eguali nel punto 0, e per i punti M 
ed 0 si tirerà la retta MT, che sarà la tangente richiesta ( n° 747). 

f» 

PeoposizioNe XXXV. 

753. Per un punto dato fuòri la parabola condurre una tan- 
gentu alla curva ( Cg. 159 j, 

Sol. Sia T il putito dato. SI conduca dal pùnto T una fetta TC 
parallela all asse della curva ; indi si tiri al vertice A del diametro 
AC la tangente EL, e si prenda AP—AT. Finalmente, si conduca 
dal punto P la PM parallela ad EL , la retta MT sarà la tansCùle 
richiesta. Il che, si doveva fare. 

784.^ Scolio, È manifesto che se si congiunga il punto T col pun* 
tO Ci, si avrà un’altra tangente. 


FINE. 
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Bisogna over cura dì fare le seguenti correzioni 
prima di cominciare la lettura dell 1 opera. 



A’um. verso errori 

44 5 ad essa base 

61 12 a digerenti casi 

67 8 l’ordinata PIVI' 

80 11$ la linea PB' 

92 20 un arco OX' 

108 14 Ali, HC 

109 1 C 

208 2 o 

252 3 si divida CG nel pun- 

to S 

252 8, c 9 SG 

319 19 la somma raggi vet- 

tori 

893 16 BQ, BM 

395 8 un parallelogrammo 

405 4, e 6 ALRS, AR 
457 25 AM 
'159 1 1 Q 

465 2 n a 100 

512 5 i raggi riflessi 

518 8 la massima 

559 9 la retta Oy 

561 3 BU 

610 5 1 asse 

690 1 CD 


correzioni ' 

alla metà di essa baie 
ai differenti casi 
l’ordinala PIVI"' 
la linea P'B , f 

un arco EX' > 

AD, BC 
D 

0 

Si prenda un punto» tale che 
sia CS a C(f 
CG 

la somma de’ raggi vettori 
PQ, PM 

un parallelogrammo, e l’angolo 
ACO=BCO 
ALBS, AB 
AE 

1 

fig. 100 

i raggi riflessi prolungati 
la minima 

la retta Oy parallela alla tan- 
gente RII 
RII 

un diametro 
RD 
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